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2.2. Conceptos de farmacocinética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3. Modelos de Compartimientos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3.1. Modelos de compartimientos y diagramas de sistemas . . . . . 8
2.3.2. Solución del sistema de ecuaciones diferenciales . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Introducción

En muchas áreas donde se hace uso de la estad́ıstica, como en Bioloǵıa, Medicina,
Qúımica, Ingenieŕıa, entre otras, se necesitan hacer experimentos con el fin de obtener
información acerca de un fenómeno bajo estudio. Los resultados obtenidos dependen
en gran medida de la buena planeación que se hace del experimento, además del
presupuesto y tiempo disponible para realizarlo. En la mayoŕıa de los experimentos
son de gran relevancia los costos y el tiempo para la obtención de la información.
Es importante, entonces, contar con una metodoloǵıa estad́ıstica que garantice en
cierta medida la obtención de la información en determinados factores asociados al
problema, factores elegidos no arbitrariamente sino a partir de algún criterio estad́ısti-
co que mida las bondades del objetivo u objetivos que se busquen con la investigación.
La teoŕıa de los diseños óptimos resuelve el problema anterior desde el punto de vista
de maximización de funcionales de la matriz de información, con alguna interpretación
estad́ıstica. En otras palabras, en este contexto, un diseño para un modelo dado con-
tiene las condiciones experimentales o los niveles de uno o varios factores y también
las repeticiones en cada uno de los niveles del factor o de los factores.

Se tiene conocimiento de la construcción de estos diseños desde la segunda década del
siglo pasado con el trabajo de Smith (1918), donde halla diseños óptimos en modelos
polinomiales hasta de grado seis. Posteriormente este procedimiento fue denominado
G-optimización por Kiefer y Wolfowitz (1959). Otros trabajos son presentados en:
Kiefer (1959), Hoel y Levine (1964), Karlin y Studden (1966), Pukelsheim y Torsney
(1991), Dette, Melas y Pepelyshev (2004a), entre otros. Los libros de Atkinson y
Donev (1992) y Pukelsheim (1993), representan un buen compendio de los resultados
más importantes obtenidos hasta esos momentos.

En la literatura, el criterio denominado del determinante, D-optimalidad, propuesto
por Wald (1943), tiene como propósito encontrar las localizaciones de los puntos donde
se tomarán las observaciones buscando maximizar el determinante de la matriz de in-
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

formación de Fisher. Aśı como este criterio existen una gran diversidad de variantes
que son funcionales de esta matriz y serán el objeto de estudio del caṕıtulo 3. Todos los
criterios están relacionados de alguna forma con la varianza ya sea de los estimadores
de los parámetros del modelo o del estimador de una o varias funciones de los parámet-
ros. En el caso de modelos no lineales los diseños dependerán de los parámetros del
modelo, de ah́ı que el diseño obtenido será efectivo en la medida de que tan confiable
es la información acerca de los parámetros Box y Lucas (1959).

Aśı como existen criterios asociados con la estimación de los parámetros, también
los hay en el caso donde se tiene como objetivo discriminar entre varios modelos
competitivos que describen el mismo fenómeno, Atkinson y Cox (1974), Atkinson y
Fedorov (1975a), Atkinson y Fedorov (1975b), Fedorov y Khabarov (1986), Felsen-
stein (1992), Muller y Ponce de Leon (1996), Ponce de Leon y Atkinson (1991),
Ponce de Leon y Atkinson (1992), Waterhouse et al. (2008), Pukelsheim y Rosen-
berger (1993). Además, varios autores han puntualizado que los diseños obtenidos
para discriminación, en general, no son eficientes para la estimación de los paráme-
tros del modelo considerado, y más aun tampoco lo serán si en el problema de estudio
se desean estimar algunas funciones de los parámetros, (Atkinson y Donev (1992)). En
modelos lineales hay varios trabajos en esta dirección donde se buscan criterios que
discriminen y estimen los parámetros del modelo simultáneamente, ver Spezzaferri
(1988), Zen y Tsai (2002), Biswas y Chaudhuri (2002) y Pukelsheim y Rosenberger
(1993), entre otros. En el caso no lineal se encuentran los trabajos de Borth (1975)
quién propone un criterio a partir de la entroṕıa total para el problema de discrimi-
nación y estimación de parámetros; O’Brien y Rawlings (1996) presentan una nueva
propuesta para discriminar entre varios modelos competitivos no anidados y estimar
simultáneamente los parámetros del modelo a partir de una combinación convexa de
los logaritmos de los criterios considerados; recientemente Atkinson (2008) presenta
el criterio DT-optimalidad que en esencia es una combinación convexa de los criterios
para discriminar, T-optimalidad, y para estimar, D-optimalidad. En el caso más gen-
eral, también se encuentran varios trabajos para la construcción de diseños óptimos
de objetivos múltiples, por ejemplo, Huang y Wong (1998), Clyde y Chaloner (1996).

En este trabajo se tiene como objetivo la construcción de un criterio de optimalidad
general que tenga en cuenta múltiples objetivos tales como la discriminación entre
dos modelos no lineales, la estimación de los parámetros en cada uno de los modelos
y la estimación de funciones no lineales de los parámetros, Hj(θ). Los trabajos antes
mencionados no consideran la estimación de funciones no lineales, sólo la estimación
de los parámetros. Este tipo de problemas surgen de forma natural en el área de far-
macocinética, alĺı es de interés, además de estimar el vector de parámetros asociado
a un modelo de compartimientos, estimar varias funciones no lineales de éste. Estas
funciones son de utilidad para entender la cinética de un medicamento bajo estudio;
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entre otras están: el área bajo la curva de concentración (ABC), el tiempo donde
se alcanza la concentración máxima (tmáx) y el valor de la concentración máxima
(η(tmax)). También estas funciones son usadas para realizar estudios de bioequivalen-
cia entre un medicamento genérico y un nuevo medicamento, Berger y Hsu (1996).

En esta investigación se construirá un criterio de optimalidad que da solución al
problema planteado. El criterio de optimalidad propuesto representa un balance entre
el proceso de discriminación y el de estimación tanto de los parámetros como de las
funciones no lineales de interés. Con la teoŕıa de los diseños óptimos se enunciará y
demostrará el respectivo teorema de equivalencia. Además, se ilustrará el criterio
de optimalidad con dos modelos de compartimientos de uso frecuente en el área de
farmacocinética. Se hará un primer análisis bajo el supuesto de independencia de
las observaciones. Se construirán diseños óptimos para cada modelo individualmente.
Luego, a partir de cuatro variantes del criterio, se hallarán los diseños óptimos locales
para discriminar y estimar las funciones no lineales en los dos modelos considerados;
también se dará una metodoloǵıa para construir diseños a partir de varios diseños
propuestos que satisfacen los mismos objetivos de discriminación y estimación de
parámetros y funciones no lineales. Los diseños óptimos se hallan numéricamente a
partir de algoritmos propuestos en la literatura para la obtención de estos ( Fedorov
y Hackl (1997)); adicionalmente se propone un método alternativo para hallar los
diseños óptimos el cual ha mostrado, al menos en los diseños hallados en esta tesis,
ser más rápido que los hallados usando los algoritmos tradicionales. Con los ejemplos,
para diseños aproximados se muestra que el procedimiento alternativo funciona bien,
ya que con todos los diseños obtenidos se verifica el teorema de equivalencia respectivo.

Con el fin de analizar el efecto en la especificación del valor local se encontrarán
diseños óptimos promediados por varias distribuciones a prioris definidas alrededor
del valor local. Se harán varias comparaciones con respecto a la φ-eficiencia de los
diseños obtenidos.

También, se considera la solución del mismo problema en el escenario donde se tiene
una estructura de covarianza particular para las observaciones, se compararán los
diseños alĺı obtenidos con los respectivos diseños hallados bajo el supuesto de inde-
pendencia.

Este trabajo está dividido en tres partes. En la primera parte, caṕıtulo 2, se dan
algunos elementos de uso en la teoŕıa de farmacocinética, además de un desarrollo
teórico de los modelos de compartimientos. Ambos temas están estrechamente ligados
y son de relevante importancia en el último caṕıtulo de esta tesis, cuando se ilustra
la propuesta en dos modelos de compartimientos.
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En la segunda parte, caṕıtulo 3, se presenta un resumen de la teoŕıa de los diseños
óptimos tanto para el caso lineal como no lineal. Se construyen diseños óptimos para
varios ejemplos presentados en la literatura y se complementan con otros diseños
propuestos; además se da un enfoque unificado de los trabajos de Whittle (1973),
Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974) relativos a los teoremas de equivalencia.
Alĺı se presenta en forma clara y detallada tanto el enunciado como la demostración
de los teoremas de equivalencia para los criterios usados en esta tesis.

La última parte comprendida por los Caṕıtulos 4 y 5 hacen parte de la principal
contribución de este trabajo. En el caṕıtulo 4 se presenta la construcción del criterio
de optimalidad que da solución al problema de hallar diseños óptimos para discrimi-
nación y estimación tanto del vector de parámetros como de funciones no lineales
de éstos. Se enuncia y demuestra el teorema de equivalencia asociado al criterio de
optimalidad propuesto. Además, se ilustra el criterio de optimalidad con dos modelos
de compartimientos. Primero, se hace un análisis de los diseños óptimos obtenidos
para cada uno de los modelos individualmente. Luego, a partir de cuatro variantes
del criterio se hallan diseños tanto óptimos locales como promediados por una dis-
tribución a priori. También se llevan a cabo varias comparaciones con respecto a la
φ-eficiencia de los diseños obtenidos.

Además, en el caṕıtulo 5 se constrastan los diseños óptimos con aquellos que se
obtienen cuando se supone una estructura de correlación en los errores del tipo expo-
nencial, igualmente se hallan diseños óptimos locales exactos y se calcula la eficiencia
de los diseños aproximados con respecto al criterio de optimalidad al considerar corre-
lación. Lo anterior se hace bajo la generalización ad hoc del criterio T-optimalidad
para observaciones correlacionadas.

En el caṕıtulo 6 se presentan las diferentes conclusiones obtenidas de este trabajo y
algunas ĺıneas de investigación que se proponen.

Al final de la tesis se anexan cuatro trabajos que se presentaron en diferentes eventos.
Los dos primeros anexos fueron documentos editados de dos posters presentados en
el congreso Moda 8, Model Oriented Data Analysis en junio de 2007; Almagro, Es-
paña y en el evento: First Canada and Mexico Statistics Meeting en febrero de 2008,
CIMAT, Guanajuato, Gto. México. Los últimos dos anexos son publicaciones hechas
en la Revista Colombiana de Estad́ıstica, 2007, sobre una introducción a los diseños
óptimos; y en las Memorias del XXI Foro Nacional de Estad́ıstica, 2007, donde se
hace una exposición somera de los diseños experimentales óptimos en un modelo de
compartimientos.



Caṕıtulo 2

Farmacocinética y modelos de
compartimientos

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan varios conceptos básicos del área de farmacocinética
(PK, por sus siglas en Inglés; pharmacokinetics) que ayudan a entender el proceso de
los modelos de compartimientos involucrados en el ejemplo del caṕıtulo 4. Alĺı se ilus-
tra el criterio de optimalidad propuesto en el escenario de farmacocinética. Además,
para dar mayor completez a la teoŕıa que se desarrolla se presentan algunos aspec-
tos relacionados con los modelos de compartimientos. Estos últimos son ampliamente
usados en farmacocinética, por ello se detalla la forma como se hallan las ecuaciones
diferenciales involucradas en un modelo de compartimientos y adicionalmente su solu-
ción.

2.2. Conceptos de farmacocinética

La farmacocinética trata de entender el modo en que actúan y se comportan los
medicamentos en el organismo y de predecir la forma en que actuaŕıan en situaciones
nuevas, Clark y Smith (1989). Es una disciplina que describe la evolución en el tiem-
po de un medicamento en el organismo y los procesos que lo afectan (las fuerzas que
actúan sobre él). Hay dos fases asociadas a la cinética de un medicamento, la fase de
absorción y la fase de distribución en el organismo.

La fase de absorción ocurre cuando los medicamentos son transportados por la sangre
hasta su lugar de acción y cuando el medicamento es administrado por v́ıa extravasal
éste tiene que ser absorbido para poder estar presente en el torrente circulatorio.
Por lo tanto, la absorción debe tener lugar antes que aparezca el medicamento en
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circulación tras la administración extravasal. Lo mismo ocurre con aquellos medica-
mentos administrados por otras v́ıas como: intramuscular, intraperitoneal, tópica,
oral o rectal. Mientras que en los medicamentos administrados por v́ıa intravenosa e
intraarterial la absorción es instantánea.

Por otra parte, la fase de distribución ocurre cuando el medicamento se encuentra en
la sangre y penetra a los órganos y tejidos del organismo con el fin de poder actuar. Es
de observar que los medicamentos no suelen ser espećıficos de un determinado tejido
de forma que alcanzan varios tejidos y órganos.

A continuación se listan algunos conceptos usados en farmacocinética:

“Bolus”, consiste en la administración de un medicamento en forma de inyección
intravenosa rápida.

“Volumen de distribución”, denotado por VD. Es la cantidad total de medica-
mento en el cuerpo dividida por la concentración en la sangre.

“Cantidad total de medicamento” al tiempo t, está dada por: Mt = Cp(t)VD,
donde Cp(t) es la “concentración en el plasma” al tiempo t.

“Semivida” o T 1

2
, es el tiempo necesario para que la concentración de medica-

mento en la sangre o plasma se reduzca a la mitad.

“Constante de velocidad de eliminación” (kel), es una constante de propor-
cionalidad, representa la fracción de medicamento existente a cada tiempo que
es eliminada en la unidad de tiempo.

“Aclaramiento sangúıneo”, Cls, y “ Aclaramiento plasmático”, Clp. Es el volumen
de sangre o plasma depurado de medicamento en la unidad de tiempo. El
aclaramiento está relacionado con el volumen en el que se disuelve el medica-
mento (volumen de distribución) y con la velocidad a la que sale (es decir, con
T1/2 o con kel). Se define como el producto del volumen de distribución por la
constante de velocidad de eliminación,

Clp = VD ∗ kel.

La velocidad a la cual se elimina el medicamento se puede hallar por: Clp ∗Cp.

“Extracción”, se produce extracción cuando algún órgano toma, en alguna
medida, medicamento de la sangre. Por extracción se indica, normalmente, la
eliminación irreversible de medicamento, ya sea por excreción o por metabolismo.
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Razón de extracción, es un número entre cero y uno, y se define por la siguiente
relación:

E =
Csangre entrada − Csangre salida

Csangre entrada
.

La razón de extracción se relaciona con el aclaramiento a partir de:

Cl = QE,

donde Q: es el flujo de sangre.

“Efecto de primer paso”, se presenta cuando una gran proporción del medica-
mento que es absorbido va a ser eliminado antes de que llegue a circulación
sistémica.

“Área bajo la curva de concentración”: A(0,∞) =
∫∞
0
Cp(t)dt.

“Tiempo para la concentración máxima”, tmáx, tiempo donde la concentración
alcanza su máximo valor.

“Concentración máxima”, Cp(tmáx), es el máximo valor de la concentración.

Las últimas tres cantidades son estimadas en la mayoŕıa de los estudios de farma-
cocinética y dan información farmacocinética del medicamento bajo estudio. También
son de utilidad para realizar estudios de bioequivalencia entre dos medicamentos, un
medicamento nuevo que se va a introducir al mercado con un medicamento genérico,
ver Berger y Hsu (1996).

2.3. Modelos de Compartimientos

En esta sección se expone la teoŕıa concerniente con modelos de compartimientos,
tópico importante en el desarrollo del actual proyecto de investigación, en los ejem-
plos ilustrativos usados para la búsqueda de diseños óptimos con el criterio que se
propone en el caṕıtulo 4. Se empieza dando la noción de compartimiento, la forma de
cómo establecer las ecuaciones diferenciales asociadas al modelo de compartimientos,
y al final, para algunos casos, se presenta la solución expĺıcita de estas ecuaciones.

Una clase de modelos nolineales de especial importancia resulta al considerar la
respuesta de un fenómeno descrito por un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias como resultado de un análisis compartimental. Un sistema compartimen-
tal se entiende como aquel que está formado por un número finito de subsistemas
macroscópicos, llamados compartimientos, cada uno de los cuales es homogéneo y
está bien mezclado, además hay intercambio de materiales entre los compartimientos y
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el medio. Alĺı pueden haber entradas (inputs) del medio en uno o más compartimientos
y también pueden existir salidas de uno o más compartimientos al medio, ver Seber
y Wild (1989).

Un uso común de los modelos de compartimientos es en el área de farmacocinética,
visto brevemente en la sección anterior. Alĺı se estudia el intercambio de sustancias,
por ejemplo un medicamento, en un sistema biológico dividido en compartimientos.
Se asume que las tasas de flujo de las sustancias entre compartimientos sigue una
cinética de primer orden, esto es la tasa de transferencia de un compartimiento recep-
tor es proporcional a la concentración en el compartimiento proveedor, o fuente. Los
coeficientes de transferencia, asumidos constantes con respecto al tiempo, son llama-
dos tasas constantes. Estos modelos son usados en diferentes ramas de la medicina
y en muchas otras de la bioloǵıa, incluyendo el estudio de ecosistemas en ecoloǵıa.
También son de utilidad en qúımica y bioqúımica, en el estudio del movimiento de
poblaciones y en la dispersión de epidemias, entre otros. Por lo anterior es interesante
tener técnicas especiales para hacer su análisis más tratable. A continuación se dá una
visión global de los modelos de compartimientos y un método para la solución del
sistema de ecuaciones diferenciales.

2.3.1. Modelos de compartimientos y diagramas de sistemas

Los compartimientos son descritos por ćırculos y el intercambio de sustancia de un
compartimiento a otro por una flecha, como se muestra en los dos diagramas de la
Figura 2.1.

La Figura 2.1 (a) muestra un diagrama de dos compartimientos usado para modelar
la cinética de un medicamento cuando se administra v́ıa oral. El segundo comparti-
miento tiene una tasa de absorción de γ21, y una tasa de eliminación al exterior
de γ02. El primer compartimiento representa el lugar de administración, el estóma-
go en este caso. La Figura 2.1 (b) ilustra un sistema de tres compartimientos que
sirve para modelar la cinética de un medicamento administrado v́ıa oral en el tiempo
t = 0 y luego se distribuye en el organismo. Como en el modelo anterior, el primer
compartimiento representa el sitio de administración. El compartimiento 3, conocido
como compartimiento central, representa el plasma (sangre) o el sistema circulatorio.
En el compartimiento 2 están representados los tejidos.

En Metzler (1971) se presenta una discusión con respecto al número de compartimientos.
En farmacocinética no es considerado como un compartimiento el lugar donde se ad-
ministra el medicamento, aśı los dos modelos considerados seŕıan monocompartimen-
tales y bicompartimentales. Sin embargo, en adelante se tendrá en cuenta el sitio de
administración como un compartimiento.
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1 2
γ21

γO2

1 3 2
γ31

γ23

γ32

γO3

(a) (b)

Figura 2.1: Dos modelos de compartimientos: (a) dos compartimientos, (b) tres
compartimientos.

En la Figura 2.1(b) se tiene un flujo de sustancias del compartimiento 1 al 2, un in-
tercambio entre los compartimientos 2 y 3, y una salida al medio del compartimiento
central, (3).

El sistema se dice que es cerrado si no tiene intercambio con el medio, en caso con-
trario el sistema es abierto. Los compartimientos no necesitan ser f́ısicamente sepa-
rados. Por ejemplo en el caso de reacciones qúımicas, los compartimientos pueden
hacer referencia a cantidades de diferentes sustancias dentro del mismo recipiente, y
el “intercambio de sustancia” a la forma como ciertos componentes reaccionan para
formar otros y viceversa. Cabe señalar en este punto que existen varios trabajos de
diseños óptimos en esta dirección, ver por ejemplo: Ucinski y Bogacka (2005).

Los modelos de compartimientos lineales son de interés para este trabajo, aquellos
donde las tasas de transferencia de sustancias del compartimiento j al compartimiento
k son proporcionales a la cantidad de sustancia que está presente en el compartimiento
j. Este supuesto es conocido como cinética de primer orden. Estos modelos conducen
a sistemas lineales de ecuaciones diferenciales.

Siguiendo el desarrollo histórico de este tema, inicialmente se comienza con un tratamien-
to determińıstico y después se introducen las consideraciones estocásticas en el modelo.
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Modelos lineales determińısticos

Sea ηj(t) la cantidad de sustancia presente en el compartimiento j al tiempo t. Sea
γj0 la tasa de entrada de la sustancia del medio al compartimiento j. El coeficiente
de transferencia fraccional, γjk, es la tasa de distribución desde el compartimiento k
al compartimiento j, dividido por la cantidad de sustancia en k, j = 0 corresponde
al medio.

Heuŕısticamente, en un intervalo de tiempo infinitesimal [t, t+ dt) pasa una canti-
dad de sustancia dada por γjkηkdt desde el compartimiento k al compartimiento j.
Análogamente, una cantidad γ0jdt pasa desde el compartimiento j al medio. Aśı en
la Figura 2.1(b), el cambio en la cantidad de sustancia en el compartimiento 3 es:

dη3(t) = γ31η1(t)dt− γ03η3(t)dt− γ23η3(t)dt+ γ32η2(t)dt

y la tasa de cambio está dada por:

dη3(t)

dt
= γ31η1(t) − γ03η3(t) − γ23η3(t) + γ32η2(t).

Aśı, el sistema completo de la Figura 2.1(b), se describe por el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales:

η̇1(t) = −γ21η1(t)

η̇2(t) = γ23η3(t) − γ32η2(t)

η̇3(t) = γ31η1(t) − (γ03 + γ23)η3(t) + γ32η2(t). (2.1)

En forma análoga el sistema de la Figura 2.1(a), se describe por:

η̇1(t) = −γ21η1(t)

η̇2(t) = γ21η1(t) − γ02η2(t). (2.2)

En general, las tasas fraccionales γjk pueden depender del tiempo t, el estado η del sis-
tema, y algunos parámetros desconocidos θ. Además, pueden existir c compartimientos,
con sustancia siendo transferida entre todos los compartimientos y entre el medio y
cualquier compartimiento. Un modelo aśı de general se puede describir por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

η̇j (t) =
c∑

k=1

γjk (η, t, θ) ηk(t) −
c∑

k=0

γkj (η, t, θ) ηj(t) + γj0(t), (j = 1, 2, . . . , c) (2.3)

conocidas como ecuaciones de balance. En esta sección sólo se abordará el caso de
sistemas lineales, donde γjk (η; t) ≡ γjk y γj0(t) ≡ γj0, se suponen constantes. Aśı, el
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sistema de ecuaciones 2.3 se puede escribir en forma compacta como:

η̇j =
c∑

k=1

αjkηk + γj0,

donde: αjk = γjk; j 6= k y

αjj = −

c∑

k=0

k 6=j

γkj = −

c∑

k=0

k 6=j

αkj.

La forma matricial del sistema anterior es la siguiente:

η̇(t) = Aη(t) + r(t), (2.4)

donde A = [(αjk)] es una matriz c × c. En general los γjk’s distintos de cero forman
parte del vector θ de parámetros desconocidos. El estado inicial del sistema η(0) puede
ser conocido o tener parámetros desconocidos.

Los datos experimentales que son usados para ajustar el modelo de compartimientos
t́ıpicamente consiste de medidas en ηj(t) tomadas para uno o más compartimientos
en una sucesión de puntos de tiempos discretos. En la mayoŕıa de las situaciones
experimentales es imposible tomar medidas en todos los compartimientos. En algunos
casos las únicas medidas disponibles son

∑

j ηj(t), la cantidad total de sustancia en
el sistema, o sólo se tienen las medidas en un sólo compartimiento, en el central, por
ejemplo. El último caso es objeto de estudio en el caṕıtulo 4. Pero se está consciente
de que la inhabilidad o incapacidad de tomar medidas en todos los compartimientos
puede causar problemas de identificabilidad con el vector de parámetros θ, Seber y
Wild (1989) presenta una discusión al respecto.

El propósito de un análisis compartimental es usualmente la estimación de θ y/o pro-
bar el ajuste de un modelo postulado con datos experimentales o elegir entre modelos
competitivos.

En la próxima sección se presenta la solución al sistema de ecuaciones diferenciales y
las respectivas soluciones para los dos modelos considerados.

2.3.2. Solución del sistema de ecuaciones diferenciales

La solución general de (2.4) se escribe como:

η(t) = eAtη0 + eAt ∗ r(t) (2.5)
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donde la matriz exponencial eAt representa la serie de potencias convergente:

eAt = I +
At

1!
+

(At)2

2!
+ . . .

donde ∗ denota la función convolución,

eAt ∗ r(t) =

∫ t

0

eA(t−u)r(u)du.

La función vectorial se integra componente a componente. Si A es diagonalizable,
entonces existe una matriz no singular de vectores propios, U , y una matriz diagonal
de valores propios, Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λc) tal que

A = UΛU−1

entonces,
eAt = UeΛtU−1,

siendo
eΛt = diag

(
eλ1t, . . . , eλct

)
.

Se puede verificar que la ecuación 2.5 es solución al sistema cuando r(t) = 0, η(0) = η0

y la matriz A es diagonalizable. En efecto, a partir de la siguiente igualdad:

η̇ = Aη = UΛU−1η,

premultiplicando ambos lados por U−1, y haciendo ς = U−1η, se obtiene:

ς̇ = Λς,

dando un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden independientes:

ς̇k = λkςk, k = 1, 2, . . . , c

con soluciones:
ςk(t) = eλktςk(0),

donde ςk(0) es el k-ésimo elemento de U−1η0. Reinvirtiendo a η = Uς, se tiene

η(t) = UeΛtU−1η0 = eAtη0. (2.6)

Si la matriz A no es diagonalizable, y/o bajo consideraciones más generales, se debe
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales por métodos numéricos (Jennrich y
Brigth (1976)). Igualmente se puede usar integración numérica para obtener los gra-
dientes, con respecto al vector de parámetros θ, de la solución obtenida para un
compartimiento particular. Este no es el caso con los modelos de compartimientos
que se usarán en el caṕıtulo 4.
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Ejemplo 2.3.1. En esta sección se van a hallar las soluciones de los modelos de
compartimientos de la Figura 2.1.

El sistema de ecuaciones diferenciales de la ecuación 2.2 se representa en forma
matricial como:

η̇(t) = A1η(t) + r1(t),

donde ηT = (η1, η2), A1 =

[
−γ21 0
γ21 −γ02

]

y rT
1 (t) = (0, 0).

No es dif́ıcil mostrar que los valores propios de A1 son λ1 = −γ21, λ2 = −γ02, con
vectores propios asociados:

vT
1 = (γ02 − γ21, γ21) , vT

2 = (0, 1) .

Entonces, haciendo U = [v1 v2] y eΛt = diag (e−γ21t, e−γ02t), se obtiene como solu-
ción del sistema anterior:

η(t) = eA1tη0 =
1

γ02 − γ21

[
(γ02 − γ21) e

−γ21t 0
γ21 (e−γ21t − e−γ02t) (γ02 − γ21) e

−γ02t

]

η0,

y si ηT
0 = (C, 0), se obtiene:

η(t) =

[
Ce−γ21t

γ21

γ02−γ21
(e−γ21t − e−γ02t)

]

.

La solución obtenida para el segundo compartimiento corresponde a uno de los ejem-
plos dados en la sección 3.6.2 de modelos no lineales siendo θ1 = γ21 y θ2 = γ02.

Análogamente se halla la solución para el segundo modelo de tres compartimientos.
El sistema de ecuaciones dado en la ecuación 2.1 se representa por:

η̇(t) = Aη(t) + r(t),

siendo η(t)T = (η2(t), η3(t)), A =

[
−γ32 γ23

γ32 −(γ03 + γ23)

]

, y r(t)T =
(
0, A0γ31 exp(−γ31t)

)
.

Lo anterior se obtiene al resolver la primera ecuación diferencial, con η1(0) = A0.
Acá la matriz A es cuadrada y diagonalizable, donde:

A = UΛU−1, U =

[ 1
λ1+γ32

1
γ32

1
γ23

1
λ2+γ03+γ23

]

, Λ = diag (λ1, λ2) ,

con λ1 y λ2 soluciones de la ecuación cuadrática: λ2 +(γ32 + γ23 + γ03)λ+ γ32γ23 = 0.
Luego, se obtiene la siguiente expresión para eAt:
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eAt =

[
eλ1t

λ1+γ32

eλ2t

γ32

eλ1t

γ23

eλ2t

λ2+γ03+γ23

] [ 1
λ2+γ03+γ23

1
∆

− 1
γ32

1
∆

− 1
γ23

1
∆

1
λ1+γ32

1
∆

]

,

con
1

∆
=

γ32γ23 (λ1 + γ32) (λ2 + γ03 + γ23)

γ32γ23 − (λ1 + γ32) (λ2 + γ03 + γ23)
.

Y con las condiciones iniciales: η1(0) = A0, η2(0) = η3(0) = 0, la solución está dada
por:

η(t) =

∫ t

0

eA(t−s)r(s)ds,

de donde al integrar término a término la matriz anterior se obtiene la siguiente
solución:

η2(t) =
γ31

γ32

A0

λ1 + γ32

1

∆

{[
1

γ31 + λ1

−
1

γ31 + λ2

]

e−γ31t −
1

γ31 + λ1

eλ1t +
1

γ31 + λ2

eλ2t

}

η3(t) =
γ31A0

∆

{[
1

γ23γ32(γ31 + λ1)
−

1

(λ2 + γ03 + γ23)(λ1 + γ32)(γ31 + λ2)

]

e−γ31t

−
eλ1t

γ23γ32(γ31 + λ1)
+

eλ2t

(λ2 + γ03 + γ23)(λ1 + γ32)(γ31 + λ2)

}

Este modelo de tres compartimientos es usado en el problema bajo estudio del caṕıtulo
4.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de los diseños óptimos

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se exploran los conceptos de optimalidad tanto para modelos lineales
como no lineales. Se introducen los criterios de optimalidad a partir de funciones y ma-
trices de información, )(Pukelsheim (1993)). Además, se construyen diseños óptimos
para varios modelos y se presenta una versión completa y unificada de los teoremas
de equivalencia presentados en los trabajos de Whittle (1973), Kiefer (1974) y Silvey
y Titterington (1974). Se presentan las respectivas demostraciones. Parte del trabajo
presentado en este caṕıtulo fue publicado en López y Ramos (2007a).

En diversas áreas de investigación se tiene como objetivo modelar las relaciones una
variable respuesta, Y , a través de k-variables explicativas, xT = (x1, x2, . . . , xk), me-
diante un modelo estad́ıstico de la forma:

Y = Y (x) = η(x; θ) + ǫ, (3.1)

siendo η(x; θ) una función lineal o no lineal en el vector de parámetros desconocido
θ ∈ R

m; y el término de error se supone que tiene media cero y varianza constante σ2.
Una vez que se especifica el modelo, el siguiente paso es determinar en qué condiciones
experimentales, niveles de los xj’s, se debe medir la respuesta para obtener una mejoŕıa
en la calidad de la inferencia estad́ıstica a un menor costo. Esto se alcanza al construir
un diseño en donde la elección de los niveles de los xj’s y la frecuencia de medición de
la respuesta está regido por algún criterio de optimalidad (con significado estad́ıstico).

En la literatura aparecen varios ejemplos prácticos donde se han usado los diseños
óptimos, ver Atkinson (1996). Además, existe un gran número de contribuciones sobre
este tópico, por ejemplo, entre otros autores, Smith (1918) encontró diseños para los
modelos polinomiales, Kiefer (1959) introdujo expĺıcitamente la noción de diseño ópti-
mo y sus propiedades; y posteriormente realizó muchos trabajos en el área, ver Brown

15
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et al. (1985). El área de los diseños óptimos es un campo de investigación maduro
donde, libros como el de Atkinson y Donev (1992) y Pukelsheim (1993), recogen los
tratamientos estad́ıstico y formal, respectivamente, de los diseños óptimos.

3.2. Diseños óptimos para modelos lineales

Para los modelos lineales se considera que la relación entre las n-observaciones Yi y
xi está dada por:

Yi = Y (xi) = θTf (xi) + ǫi, xi ∈ R
k, θ ∈ R

m, (3.2)

donde f = [f1, . . . , fm]T es un vector de m-funciones de regresión continuas, de valor
real, linealmente independientes definidas en un conjunto χ. El conjunto χ ⊆ R

k

contiene todos los posibles puntos donde las observaciones pueden ser tomadas y es
llamado el espacio de diseño o rango de regresión. Se supone que χ es un subcon-
junto compacto de algún espacio euclidiano, con θ ∈ R

m un vector de m-parámetros
desconocidos y ǫi una variable aleatoria con media E [ǫi] = 0 y varianza Var (ǫi) =
σ2 > 0. Además, en la primera parte de este trabajo se supone no correlación en las
n-observaciones, es mas los ǫi son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribúıdas.

Para la estimación puntual, el supuesto de los dos primeros momentos de la variable
aleatoria son suficientes;

E [Y |x] = θTf (x) , Var [Y |x] = σ2 > 0.

Sin embargo, para el problema de la construcción de regiones de confianza y pruebas
de hipótesis, se supone que la respuesta Y en el punto x se distribuye normal con
media θTf (x) y varianza σ2 > 0, es decir:

Y ∼ N(θTf (x) , σ2).

Los xi no son necesariamente distintos, se pueden hacer observaciones repetidas en
algún xi; además, en lo que sigue se supone que todas las observaciones no están
correlacionadas:

E [ǫiǫj] =

{
σ2 i = j,
0 i 6= j.

Si las diferentes respuestas y los errores se disponen en vectores Y = (Y1, . . . , Yn)T y
ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn)T , entonces el modelo 3.2 se puede escribir en forma matricial como:

Y = Fθ + ǫ,
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donde F = [f(x1), . . . , f(xn)]T ∈ R
n×m, denota la matriz de diseño de orden n ×m.

La esperanza y la matriz de varianzas covarianzas del vector Y , conocida también
con el nombre de matriz de dispersión, se puede escribir como:

E [Y ] = Fθ, D[Y ] = σ2In, (3.3)

donde In es la matriz identidad de orden n × n. Siguiendo a Pukelsheim (1993),
la ecuación 3.3 se conoce como el modelo lineal con los supuestos de momentos.
Si adicionalmente, el supuesto de normalidad se cumple para Y1, . . . , Yn, entonces
Y ∼ Nn(Fθ, σ2In), y en este caso se denomina el modelo lineal con el supuesto de
normalidad.

Un hecho importante del análisis estad́ıstico de la relación funcional 3.3 es la es-
timación de los parámetros desconocidos θ y σ2 a partir de los datos observados
Y = (Y1, . . . , Yn)T . La inferencia en los modelos lineales, por el momento, se va a
restringir a estimadores lineales insesgados para θ, esto es,

θ̂L = LY,

donde L ∈ R
m×n es una matriz dada y

E

[

θ̂L

]

= LFθ = θ, ∀θ ∈ R
m. (3.4)

Con el propósito de comparar diferentes estimadores lineales insesgados, se introduce
el concepto de orden de Loewner.

Definición 3.2.1. Sea NND(m) (PD(m)) el conjunto de las matrices definidas no
negativas ( positivas ) de orden m×m y Sim(m) el conjunto de las matrices simétricas
de orden m×m. Se define para A,B ∈ Sim(m),

A ≥ B si y sólo śı (A−B) ∈ NND(m), A > B si y sólo śı (A−B) ∈ PD(m).

El orden definido en el conjunto Sim(m) es un orden parcial, es decir, es antisimétri-
co: A ≥ B y B ≥ A ⇒ A = B; reflexivo (A ≥ A) y transitivo: A ≥ B y B ≥ C ⇒
A ≥ C. Este orden se denomina el orden de Loewner. El orden anterior no es total,
pues no permite que cualesquiera dos matrices A y B en Sim(m) sean comparables.

La matriz de dispersión de un estimador lineal es definida no negativa, es decir,

D[θ̂L] = D[LY ] = σ2LLT ≥ 0.

Esta matriz de dispersión se puede minimizar (en el orden de Loewner) con respecto
a todos los estimadores lineales insesgados θ̂L de θ, es decir, bajo el supuesto de
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r(F ) := rango(F ) = m, entonces θ̂BLUE =
(
F TF

)−1
F TY es el mejor estimador

lineal insesgado con respecto al orden de Loewner, es decir,

σ2
(
F TF

)−1
= D

[

θ̂BLUE
]

≤ D
[

θ̂L

]

,

para cualquier estimador lineal insesgado θ̂L de θ.

Hay situaciones experimentales donde uno de los objetivos del investigador se traduce
en realizar contrastes o comparaciones con los parámetros del modelo. En este caso
es de interés la estimación de q - combinaciones lineales de θ, representada matricial-
mente como KT θ, donde K ∈ R

m×q es conocida y de rango completo por filas, es
decir, r(K) = q. Se supone que KT θ es estimable, es decir, existe un estimador lineal
insesgado para KT θ, o en forma equivalente si se cumple:

C (K) ⊆ C
(
F T
)

= C
(
F TF

)
, (3.5)

donde C (A) denota el espacio generado por las columnas de la matriz A. Además,
se puede mostrar que el mejor estimador lineal insesgado (con respecto al orden de
Loewner) para el subsistema parametral, KT θ, está dado por:

θ̂K = KT
(
F TF

)−
F TY,

donde
(
F TF

)−
denota una inversa generalizada de la matriz F TF . La matriz de dis-

persión (mı́nima) de este estimador está dada por: D
[

θ̂K
]

= σ2KT
(
F TF

)−
K. Se

puede mostrar que bajo la condición de inclusión de rango dada en la ecuación 3.5,
el estimador θ̂K y su matriz de dispersión no dependen de la elección de la inversa
generalizada de

(
F TF

)−
.

A continuación se va a dar la noción de diseño experimental tanto en el caso de diseños
exactos como aproximados, dando mayor énfasis en este trabajo a los últimos.

Sean x1, x2, . . . xs, s-puntos distintos, y ni el número de repeticiones del punto xi en
la muestra. Con lo anterior se define una medida de probabilidad ξ(n) en el espacio
de diseño χ con soporte finito {x1, . . . , xs} y probabilidad ni/n para el punto xi.
Para una muestra de tamaño n, se considera un diseño exacto a cualquier medida de
probabilidad con soporte finito con probabilidades proporcionales a 1/n. Se denota
en forma resumida esta medida por medio de la matriz:

ξ(n) =

[
x1 . . . xs
n1

n
. . . ns

n

]

,

la primera fila contiene los puntos del espacio de diseño χ donde las observaciones
han de ser tomadas y la segunda fila indica la proporción de observaciones a tomar
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en cada punto.

Note que la matriz F TF se puede escribir en función del diseño ξ(n), ya que

F TF =
s∑

i=1

nif(xi)f
T (xi) = n

s∑

i=1

ni

n
f(xi)f

T (xi) = n

∫

χ

f(x)fT (x)dξ(n)(x) := nM(ξ(n)),

donde la matriz de momentos, M(ξ(n)), es F T F
n

.

En contraste con los diseños exactos, se definen los diseños aproximados o continuos,

ξ =

[
x1 . . . xs

w1 . . . ws

]

,

con wi = ξ(xi), siendo ξ una medida de probabilidad definida en B, conjunto de Borel
de χ que incluye los conjuntos unitarios; tal que ξ tiene soporte finito. El soporte de ξ
es Supp(ξ) = {xj ∈ χ|ξ (xj) > 0} = {x1, . . . , xs}, s: número de puntos de soporte de
ξ, y las observaciones Y (x) se hacen en x1, . . . , xs con frecuencias (o pesos) aproxi-
madamente proporcionales a w1, . . . , ws. El conjunto de todos los diseños aproximados
se denota por Ξ. En lo que sigue se hace referencia a los diseños aproximados. Como
se verá más adelante, estos diseños poseen la ventaja de que la búsqueda de un diseño
óptimo conlleva a un problema de optimización convexa, mientras que en el caso de
diseños exactos es un problema de optimización entera, el cual es en general más
dif́ıcil de enfrentar. Sin embargo, como en las aplicaciones se usan diseños exactos, es
necesario utilizar un método de redondeo eficiente que convierte diseños aproximados
en diseños exactos, ver Pukelsheim (1993), caṕıtulo 12. Este método se usará en el
caṕıtulo 4, Sección 5.2 de este trabajo.

Para cada diseño ξ, la versión generalizada de la matriz de momentos está dada por:

M (ξ) ≡

∫

χ

f (x) fT (x) dξ (x) =
s∑

i=1

f (xi) f
T (xi)wi = F TWF, (3.6)

donde W = diag (w1, . . . , ws), y F = [f(x1), . . . , f(xs)]
T ∈ R

s×m.

La forma de como cuantificar la información suministrada por la matriz de momentos
depende de la definición de algunos funcionales de valor real (con un significado es-
tad́ıstico) de la matriz de momentos sobre Ξ, denominados criterios de optimalidad.
Estos criterios de optimalidad se presentan a continuación, siguiendo el enfoque de
Pukelsheim (1993), quién define la función intermedia CK , con el fin de dar cuenta de
la “información” contenida en combinaciones lineales de θ. Luego se dá la noción de
función de información, φ. Para cada diseño, la matriz CK(M(ξ)) intuitivamente mide
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la información que aporta el sistema de parámetros KT θ, mientras que la función de
información la cuantifica por medio de un número real.

Definición 3.2.2. Sea ξ ∈ Ξ un diseño aproximado. Para una matriz dada K ∈ R
m×q

con r(K) = q ≤ m, se denomina:

A (K) = {ξ ∈ Ξ |C(K) ⊆ C (M(ξ))} ,

el conjunto de todos los diseños factibles y se define

CK : NND(m) → Sim(q),

tal que: CK (M (ξ)) =
(
KTM−(ξ)K

)−1
, con ξ ∈ A (K). CK (M (ξ)) se llama la matriz

de información de ξ ∈ A (K) para el subsistema parametral KT θ.

Note que para ξ un diseño factible, CK(M(ξ)) cumple con las siguientes propiedades:
homogeneidad positiva, esto es: CK (δA) = δCK (A), A ≥ 0, δ > 0; superaditivi-
dad: CK (A+B) ≥ CK (A) +CK (B), A,B ≥ 0; concavidad: CK ((1 − α)A+ αB) ≥
(1 − α)CK (A) + αCK (B), A,B ∈ NND(m), 0 < α < 1; isotońıa: A ≥ B ⇒
CK (A) ≥ CK (B). Además de cumplir la siguiente propiedad en cuanto al rango o
imagen de esta función, Rango (CK) ⊆ NND(q).

Todas las propiedades anteriores hacen referencia a propiedades deseables de la for-
ma de como cuantificar la información. La matriz CK(M(ξ)) desempeña un papel
importante en la definición del problema de diseño, que se dá más adelante. Observe
que si K = Im, es decir en este caso interesa estimar θ, y si M (ξ) es no singular,
entonces CI (M (ξ)) = M (ξ), coincidiendo la matriz de información con la matriz de
momentos, por esta razón en la literatura M también se llama matriz de información.

Una vez definida la matriz de información, el siguiente paso consiste en buscar la
forma de cómo cuantificar la información suministrada por cada diseño, ya sea por
la matriz de momentos o la matriz de información. Esto se hace a partir de la defini-
ción de un funcional definido en el conjunto de las matrices definidas no negativas;
φ : NND(q) → R. La función φ es de información si cumple con ser: homogéneamente
positiva: φ (δC) = δφ (C), δ > 0, C ≥ 0; superaditiva: φ (C +D) ≥ φ (C) + φ (D);
no negativa: φ (C) ≥ 0, C ≥ 0 y semicontinua superiormente: los conjuntos de nivel
{φ ≥ α} = {C ∈ NND (q) : φ(C) ≥ α} son cerrados para todo α ∈ R. En lo que
sigue φ denotará una función de información.

Con lo anterior, ya se tienen las herramientas necesarias para formular el problema
de diseño que se dá a continuación:
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Definición 3.2.3. El problema de diseño para el sistema parametral KT θ consiste
en encontrar un diseño ξ∗ que sea factible y que maximice, sobre todos los diseños ξ
factibles para KT θ, la función de información:

φ (CK (M (ξ))) = φ
((
KTM (ξ)−K

)−1
)

.

Por las propiedades de φ y CK , principalmente la semicontinuidad superior y por la
compacidad de χ dada en la definición, el máximo anterior se alcanza para algún
diseño ξ (Pukelsheim (1993)). Si ξ∗ es solución del problema de diseño, entonces se
dirá que ξ∗ es φ-óptimo.

En el caso de que K = c, c ∈ R
m×1 entonces el criterio asociado se denomina c-

optimalidad; se puede mostrar que la única función de información es la identidad:
φ (δ) = δ y el problema de diseño se reduce a encontrar un diseño ξ∗ que sea factible
para cT θ y maximice la función de información:

φ (Cc (M (ξ))) = Cc (M (ξ)) =
(
cTM (ξ)− c

)−1
.

El lado derecho de la igualdad anterior es el inverso de la varianza asociada al esti-
mador óptimo para cT θ; luego los diseños c-óptimos son aquellos que minimizan la
varianza de cT θ̂. Note que en el caso de diseños ξ aproximados, el problema de diseño
dado en la Definición 3.2.3 es equivalente a un problema de optimización convexo, en
donde en vez de maximizar se considera minimizar el negativo de la función respecti-
va. Entonces se pueden hacer uso de los resultados de la teoŕıa de funciones convexas
para resolverlo. En cambio si ξ es un diseño exacto, el problema de diseño se convierte
en un problema de optimización entera el cual, en general, es más dif́ıcil de resolver.

A continuación se exhibe una clase de funciones de información introducida por Kiefer,
denominado media matricial de orden p, (matrix means), la cual da origen a los cri-
terios de optimalidad de mayor popularidad.

Definición 3.2.4. Sea C ∈ NND(q), para C > 0, se define la media matricial de
orden p, φp, como la siguiente función:

φp(C) =







λmáx(C), p = ∞
[

1
q
Tr(Cp)

]1/p

, p 6= 0, p 6= ±∞

(det(C))1/q , p = 0
λmı́n(C), p = −∞

(3.7)

donde λmáx(C) y λmı́n(C) denotan el máximo y el mı́nimo valor propio de la matriz
C, respectivamente.
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Observación 3.2.1. Anotaciones del criterio φp.

φp es una función de información para p ∈ [−∞, 1].

Si un diseño ξ maximiza el criterio anterior, con C = CK(M(ξ)), se dice que
el diseño es φp-óptimo (p ∈ [−∞, 1]).

Si C = CK(M(ξ)) =
(
KTM (ξ)−K

)−1
y p ∈ {0,−1,−∞} se tienen los criterios

de optimalidad más populares en su versión generalizada. Todos dependen de la
maximización del respectivo funcional evaluado en la matriz de información, en
algunos casos evaluado en el diseño ξ, ellos son, respectivamente,

• DK-optimalidad, (p = 0), criterio del determinante, equivale, en el caso
de diseños exactos, a minimizar el volumen del elipsoide asociado a la
estimación del sistema KT θ, cuando los errores son normales. En este caso
el elipsoide del (1−α)100 % de confianza para el vector KT θ está dado por
el conjunto de vectores µ ∈ R

m que cumplen:

(θ̂K − µ)T
(
KTM−(ξ)K

)−1
(θ̂K − µ) ≤

mσ̂2

n
fm,n−r(F ),1−α,

con M(ξ) = 1
n
F TF , σ̂2 = (n−r(F ))−1Y T (In−F (F TF )−F T )Y y fm,n−r(F ),1−α

denota el cuantil 1− α de la distribución f con parámetros m y n− r(F ).
El volumen del elipsoide es proporcional a:

√

det(KTM−(ξ)K).

Si K = I, el interés está en la estimación del vector de parámetros, y en
este caso el criterio asociado se denomina: D-optimalidad.

No es dif́ıcil mostrar que este criterio, cuando K = I, es invariante ba-
jo reparametrizaciones, es decir, los diseños D-óptimos obtenidos para el
modelo Y = Fθ + ǫ, son los mismos que para el modelo:

Y1 = F1θ + ǫ1 = FAθ + ǫ1, (3.8)

donde A es una matriz definida positiva. En efecto, el diseño ξ es DA-
óptimo para estimar Aθ si maximiza:

φ0(ξ) =
{

det
(
AM−(ξ)AT

)−1
}1/q

o equivalente si minimiza

−
1

q
log(det

(
AM−(ξ)AT

)
) = −

1

q
log(det(M−(ξ))) −

1

q
log(det(ATA)),

donde el segundo término de la última igualdad no depende del diseño,
y por tanto el diseño D-óptimo para estimar θ en el primer modelo es
equivalente al diseño DA-óptimo para estimar Aθ en el modelo 3.8.
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• L-optimalidad,, (p = −1), criterio promedio. Es proporcional al rećıproco
del promedio de las varianzas asociado a las q−combinaciones lineales de
θ. Es decir:

φ−1(ξ) =

[
1

q
Tr
(
KTM (ξ)−K

)
]−1

.

En el caso donde K = I, este criterio recibe el nombre de A-optimalidad,
promedio de las m varianzas de cada uno de los estimadores de las com-
ponentes del vector θ, y

• E-optimalidad,, (p = −∞), criterio del valor propio, maximización del
valor propio más pequeño. En este caso:

φ−∞(CK(M(ξ))) = λmı́n

((
KTM−(ξ)K

)−1
)

=
(
λmáx

(
KTM−(ξ)K

))−1

=

{

máx
z∈Rq ,‖z‖=1

zTKTM−(ξ)Kz

}−1

,

es decir, el diseño E-optimal minimiza la varianza más grande posible entre
todas las combinaciones lineales zTKT θ, con z un vector de norma uno.

El problema de optimización planteado en la Definición 3.2.3 es muy complejo. En
la práctica se hace uso de teoremas de equivalencia para verificar si un diseño dado
es φ-óptimo, además de facilitar la construcción de algoritmos computacionales para
la búsqueda de diseños φ-óptimos ( Pukelsheim (1993), Atkinson y Donev (1992)).
El primer teorema de equivalencia lo demostraron Kiefer y Wolfowitz (1960), alĺı es-
tablecieron la equivalencia entre D-optimalidad y G-optimalidad. A propósito, un
diseño ξ es G-óptimo si minimiza:
∀ξ ∈ Ξ,

d̄ (M (ξ)) =

{
supx∈χ d (x;M (ξ)) C (M (ξ)) ⊇ χ
∞ en otro caso

,

donde d (x;M (ξ)) = fT (x)M− (ξ) f(x) se conoce como la varianza de predicción. Es
decir, ξ es G-óptimo si minimiza la varianza más grande posible sobre χ.

Teorema 3.2.1. Teorema de Equivalencia de Kiefer - Wolfowitz. Sea χ ⊆ R
k con

m-vectores linealmente independientes. Un diseño ξ con matriz de momentos M(ξ),
definida positiva, es D-óptimo si y sólo śı ξ es G-óptimo si y sólo śı: ∀x ∈ χ,
fT (x)M−1 (ξ) f(x) ≤ m, si y solo śı d̄ (M (ξ)) = m.
En caso de optimalidad, fT (xi)M

−1(ξ)f (xi) = m, ξ (xi) ≤
1
m
, ∀xi ∈ Supp(ξ).

Por lo popular de los criterios φp (p ∈ [−∞, 1]) y considerando el caso general donde
M ∈ NND(m), se enuncia el siguiente teorema de equivalencia que dá condiciones
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necesarias y suficientes para garantizar que un diseño dado sea φp- óptimo. Para la
demostración se puede consultar Pukelsheim (1993), caṕıtulo 7, página 178. En lo que
sigue, por simplicidad, M ≡M(ξ) y M− es el conjunto de las inversas generalizadas
de M .

Teorema 3.2.2. Sea φp, p ∈ (−∞, 1], M un subconjunto convexo y compacto de
NND(m) y M(ξ) ∈ M, con ξ factible para KT θ y matriz de información C =
CK(M(ξ)). Entonces:

ξ es φp-óptimo para KT θ en M si y solo śı: ∃G ∈ M− tal que:

Tr
(
AGKCp+1KTGT

)
≤ Tr (Cp) ∀A ∈ M.

En caso de optimalidad, la igualdad se obtiene si en vez de A se coloca M u
otra matriz M̃ ∈ M φp-óptima para KT θ en M.

Si 0 < M(ξ) ∈ M, entonces ξ es φp-óptimo para θ en M si y solo śı:
Tr (AMp−1(ξ)) ≤ Tr (Mp(ξ)) ,∀A ∈ M.

Para p = 0 y M > 0, la condición requerida se traduce en: Tr (AM−1) ≤ m,∀A ∈ M,
pero M es generado por las matrices de rango uno: A = f(x)fT (x), es suficiente
verificar la condición para A, y el lado izquierdo de la desigualdad es:

Tr
(
AM−1

)
= Tr

(
f(x)fT (x)M−1

)
= Tr

(
fT (x)M−1f(x)

)
= fT (x)M−1f(x),

mostrando un caso particular de una de las equivalencias del Teorema 3.2.1.

Para p = −1 (L-optimalidad), M > 0 y C =
(
KTM−1K

)−1
, la condición a verificar

será,

D(x; ξ) := fT (x)M−1KKTM−1f(x) − Tr
(
KTM−1K

)
≤ 0, ∀x ∈ χ. (3.9)

La expresión del lado izquierdo de la desigualdad anterior se denomina la función
de varianza o de sensibilidad asociada al criterio y se denota por D(x; ξ). Existe la
versión del teorema de equivalencia para E-optimalidad (p = −∞), ver Pukelsheim
(1993).

En la sección 3.4 se presenta una versión más general del Teorema 3.2.2, con su de-
mostración, para cualquier función de información φ cóncava, usando la noción de
derivada direccional. En esa sección se presenta un enfoque unificado de los trabajos
de Whittle (1973), Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974); además se verá el
teorema de equivalencia de Kiefer y Wolfowitz (Teorema 3.2.1) como un caso particu-
lar.

A continuación se muestran dos ejemplos ilustrativos, donde se encuentran diseños
óptimos y se hace uso de los respectivos teoremas de equivalencia.
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Ejemplo 3.2.1. Diseños óptimos para modelos polinomiales.
Considere inicialmente el modelo polinomial de grado 2 en el intervalo [−1, 1],

Y (x) = fT (x)θ + ǫ,

donde fT (x) =
(
1, x, x2

)
y θT =

(
θ0, θ1, θ2

)
, x ∈ [−1, 1].

En el caso D-óptimo, se verificará a continuación que el diseño , ξ =

[
−1 0 1
1/3 1/3 1/3

]

,

es un diseño D-óptimo para estimar θ (tomando K = I).

En efecto, bastará con mostrar que el diseño ξ verifica las condiciones del Teorema
3.2.1. Primero note que su matriz de momentos es:

M(ξ) =

∫

x∈Supp(ξ)

f(x)fT (x)dξ(x) =
∑

x∈{−1,0,1}

[
1 x x2

]T [
1 x x2

] 1

3
=

1

3





3 0 2
0 2 0
2 0 2





y para x ∈ [−1, 1],

d(x;M(ξ)) = fT (x)M−1(ξ)f(x) =
[
1 x x2

]




1

3





3 0 2
0 2 0
2 0 2









−1 



1
x
x2



 =
9

2
x4−

9

2
x2+3.

En la Figura 3.1 se muestra que la función, D(x; ξ) = d(x;M(ξ))− 3 tiene todos sus
valores por debajo de cero, y en los puntos de soporte alcanza su máximo, luego ξ es
D-óptimo para estimar el vector de parámetros θ.

En la literatura existe la solución para el caso general, polinomios de grado d − 1,
para los diseños D-óptimos en el intervalo [−1, 1] (Pukelsheim (1993), caṕıtulo 9,
página 214; Atkinson y Donev (1992), caṕıtulo 11, página 125). Los autores usan
como argumento el Teorema 3.2.1, y muestran que los diseños D-óptimos tienen igual
peso 1/d en los puntos de soporte, x, que son solución a la ecuación:

(1 − x2)Ṗd−1(x) = 0

donde Ṗd(x) es la derivada del polinomio de Legendre de grado d, dada por la siguiente
expresión:

Pd(x) =
N∑

i=0

[
(−1)i(2d− 2i)!xd−2i

2di!(d− i)!(d− 2i)!

]

,

donde

N =

{
d
2

si d es par
d−1
2

si d es impar
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Figura 3.1: Gráfico de la función de varianza D(x; ξ), modelo cuadrático.

Como lo observó Stigler, S. M. (1971), los diseños D-óptimos en cualquier intervalo de
la forma [a, b], se pueden hallar al transformar linealmente el diseño óptimo obtenido
en el intervalo [−1, 1], esto es porque el criterio D-optimal es también invariante ba-
jo transformaciones lineales en las variables regresoras. Hay una gran diversidad de
trabajos en diseños óptimos para modelos polinomiales, por ejemplo: Hoel y Levine
(1964) encontraron diseños óptimos para extrapolación; mientras que Dette, Melas y
Pepelyshev (2004a) hallaron diseños óptimos para la estimación de los coeficientes
individuales.

A continuación se da un ejemplo donde se tienen dos variables regresoras.

Ejemplo 3.2.2. Modelo de regresión lineal en dos variables.
Considere el modelo de regresión lineal en dos variables: Y (x) = θ1x1+θ2x2+ǫ, donde
x1 ∈ [0, a], x2 ∈ [0, b], a, b > 0.
En este caso χ = [0, a] × [0, b], y fT (x) =

(
x1, x2

)
. Se va a encontrar un diseño

A-óptimo para estimar θT = (θ1, θ2), es decir, hallar un diseño ξ tal que minimice
1/2TrM−1(ξ), donde

ξ =

[
(x11, x21)

T . . . (x1s, x2s)
T

w1 . . . ws

]

.

Un diseño candidato tiene como puntos de soporte (a, 0)T , (0, b)T , (a, b)T con pesos
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x1

x2

D
(x, xi)

x1

x2

D
(x, xi)

(a) (b)

Figura 3.2: Gráfico de las funciones de varianza, D(x; ξ) = D
(

(x1, x2)
T ; ξ

)

, para los

diseños: (a) A-óptimo, (b) c-óptimo.

w1, w2, 1 − w1 − w2. Por ejemplo, para el caso donde a = b = 1, se obtuvo que el
diseño óptimo tiene pesos: w1 = 0.4227, w2 = 0.4227, w3 = 0.1547, en los puntos
(1, 0)T , (0, 1)T , (1, 1)T . En este caso la matriz de momentos y su inversa están dadas
por:

M(ξ) =

[
a2(1 − w2) ab(1 − w1 − w2)

ab(1 − w1 − w2) b2(1 − w1)

]

M−1(ξ) =
1

∆

[
b2(1 − w1) −ab(1 − w1 − w2)

−ab(1 − w1 − w2) a2(1 − w2)

]

,

donde ∆ = a2b2 [w1 (1 − w1) + w2 (1 − w1 − w2)]. Luego:

Tr
(
M−1(ξ)

)
=
b2 (1 − w1) + a2(1 − w2)

∆
.

Bastaŕıa verificar, usando el respectivo teorema de equivalencia, que el diseño ante-
rior es A-óptimo. En efecto, haciendo K = I en la ecuación 3.9 se obtiene que la
desigualdad a verificar es:

fT (x)M−1(ξ)M−1(ξ)f(x) − Tr
(
M−1(ξ)

)
≤ 0, ∀ xT = (x1, x2) ∈ [0, a] × [0, b] .

En la Figura 3.2 (a) se muestra el caso particular para a = b = 1, y se verifica que
en efecto el diseño propuesto es A-óptimo.
Volviendo al caso anterior, si el interés del investigador está en comparar ambos
parámetros mediante el contraste, θ1 − θ2, entonces en este caso cT θ = (1,−1) θ, y
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el diseño c-óptimo ξ es tal que minimiza cTM−(ξ)c. En este caso el diseño c-óptimo
obtenido para a = b = 1 está dado por:

ξc =

[

(1, 0)T (0, 1)T

0.5 0.5

]

,

con M(ξc) = diag (0.5, 0.5).

En la ecuación 3.9 al considerar K = c, se obtiene la respectiva función de varianza
o de sensibilidad dada por:

D(x; ξc) = fT (x)M−1(ξc)cc
TM−1(ξc)f(x) − cTM−1(ξc)c.

En la Figura 3.2 (b) se encuentra la función anterior. Claramente D(x; ξc) ≤ 0, para
xT = (x1, x2) ∈ [0, 1] × [0, 1].

3.3. Eficiencia de los diseños

Observe que los diseños óptimos dependen del criterio de optimalidad usado. Una
forma de comparar dos diseños ξ1, ξ2 es a partir del cálculo de las φ-eficiencias. La
φ-eficiencia del diseño ξ, abreviada por φ-ef(ξ), está definida como:

φ− ef(ξ) ≡ φ− eficiencia(ξ) =
φ(ξ)

supξ∗∈Ξ φ(ξ∗)
.

La función φ − ef(ξ) está entre cero y uno. Proporciona una medida de cuanto por-
centaje en información está suministrando el diseño ξ con respecto a la información
máxima. Aśı, si ξ1 fue obtenido a partir de un criterio de optimalidad φ1, entonces
al calcular la eficiencia de cualquier otro diseño ξ2 este valor dará una idea de que
tan cercano o alejado está éste de la información suministrada por el diseño φ1-óptimo.

Esta noción es clara en el caso de los diseños c-óptimos, pues:

φc − ef(ξ) =

(
cTM−(ξ)c

)−1

supξ∗ (cTM−(ξ∗)c)−1 =
ı́nfξ∗ c

TM−(ξ∗)c

cTM−(ξ)c
,

es el cociente de dos varianzas, la varianza de cT θ̂ aportada por el diseño ξ y la varian-
za mı́nima posible.

En el caso de D-optimalidad:

D − ef(ξ) = φ0 − ef(ξ) =

[
|M(ξ)|

supξ∗∈Ξ |M(ξ∗)|

]1/m

,
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es proporcional al número de puntos de soporte del diseño, Atkinson y Donev (1992).
Lo anterior permite dar una interpretación de la eficiencia obtenida en función del
número de observaciones requeridas para que el diseño en cuestión sea tan eficiente
como el óptimo.

Antes de continuar con la teoŕıa concerniente a los diseños óptimos para modelos no
lineales, en la siguiente sección se estudian los teoremas de equivalencia, que se usarán
en las secciones y caṕıtulos siguientes.

3.4. Teoremas de equivalencia

En el área de los diseños óptimos son de gran relevancia los aśı llamados teoremas de
equivalencia. Sirven para encontrar algoŕıtmicamente diseños φ-óptimos, y en algunos
casos para verificar que en efecto el diseño obtenido por algún proceso de optimización
numérica, es el óptimo. Se dedicará esta sección a introducir los conceptos y resul-
tados necesarios para demostrar el teorema general de equivalencia, adicionalmente
se usará el teorema para deducir los respectivos teoremas de equivalencia para D, L,
DK y Ds optimalidad.

En lo que sigue se denotará por: χ el rango de regresión, M (ξ) =
∫

χ
f (t) fT (t) ξ (dt)

la matriz de información asociada al diseño ξ, Ξ el conjunto de todos los diseños ξ
y φ es un criterio de optimalidad cóncavo, es decir: φ es una función de NND(m) a
R

+, tal que: ∀ α ∈ (0, 1) , ∀ A,B ∈ NND(m) se cumple:

φ (αA+ (1 − α)B) ≥ αφ (A) + (1 − α)φ (B) . (3.10)

En este trabajo se considera un subconjunto de NND(m), M (Ξ) = {M (ξ) : ξ ∈ Ξ},
el conjunto de todas las matrices de información, asociado a los diferentes diseños
ξ ∈ Ξ.

A continuación se presentará una versión unificada de los trabajos de Whittle (1973),
Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974). Sean A y B ∈ NND(m) y φ un criterio
de optimalidad cóncavo, se define la derivada direccional en A en la dirección de B
por:

Φ (A;B) = ĺım
ǫ↓0

1

ǫ
{φ ((1 − ǫ)A+ ǫB) − φ (A)} . (3.11)

Dados dos diseños ξ y η ∈ Ξ, se define la derivada direccional de ξ en la dirección de
η por:

Φ (ξ; η) ≡ Φ (M (ξ) ;M (η)) .
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A continuación se van a enunciar y demostrar algunos resultados asociados con la
función Φ(.; .).

Lema 3.4.1. Sean A y B matrices definidas no negativas, entonces:

1. Φ (A;B) existe y Φ (A;A) = 0.

2. Φ(A;B) ≥ φ (B) − φ (A).

3. Si φ es diferenciable, es decir, cuando:

∇φ (A) =
∂φ (A)

∂A
=

[
∂φ (A)

∂aij

]

=

[
1

2

∂φ (A)

∂aij

(1 + δij)

]

existe, entonces:
Φ (A;B) = Tr {(B − A)∇φ (A)} . (3.12)

Demostración:
Para mostrar 1, basta verificar que ς (ǫ) = 1

ǫ
{φ ((1 − ǫ)A+ ǫB) − φ (A)} es una fun-

ción decreciente en (0, 1) y además acotada inferiormente. Veamos que ς (ǫ) es decre-
ciente, note que, si 0 < ǫ1 < ǫ2 < 1, se tiene que:

φ ((1 − ǫ1)A+ ǫ1B) − φ (A) = φ

(
ǫ1
ǫ2

((1 − ǫ2)A+ ǫ2B) +

(

1 −
ǫ1
ǫ2

)

A

)

− φ (A)

≥
ǫ1
ǫ2
φ ((1 − ǫ2)A+ ǫ2B) +

(

1 −
ǫ1
ǫ2

)

φ (A) − φ (A)

=
ǫ1
ǫ2

[φ ((1 − ǫ2)A+ ǫ2B) − φ (A)]

luego ς es una función decreciente. Además, ς (ǫ) ≥ 1
ǫ
[(1 − ǫ)φ (A) + ǫφ (B) − φ (A)] =

φ (B) − φ (A). Φ(A;A) = 0 se sigue de la ecuación (3.11).

El numeral 2 es consecuencia del numeral 1, al usar el acotamiento de ς.

Los detalles para la igualdad (3.12) del numeral 3 se pueden consultar en Kiefer
(1974). �

Lema 3.4.2. Sean A y B ∈ NND(m).

1. Si φ1, φ2, . . . , φr son criterios de optimalidad cóncavos, entonces, φc =
∑r

j=1 γjφj

es cóncavo, con γj ≥ 0 y
∑

j γj = 1, y además: Φc (A;B), la derivada direccional
de φc en A en la dirección de B, es:

Φc (A;B) =
r∑

j=1

γjΦj (A;B) ,
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siendo Φj (A;B) la derivada direccional de φj en A en la dirección de B.

2. Si φ es diferenciable entonces Φ es una función lineal en la segunda componente,
es decir, para B1, B2, . . . , matrices definidas no negativas y λ1, λ2, . . . , números
no negativos tal que

∑

i λi = 1, se tiene:

∑

j

λjΦ (A;Bj) = Φ

(

A;
∑

j

λjBj

)

.

3. Si φ diferenciable, Φ (M(ξ);M(η)) se puede representar como:

Φ (M (ξ) ;M (η)) =

∫

D (t;M (ξ)) η(dt),

donde D (t;M (ξ)) = Φ (M (ξ) ;M (δt)), y δt una medida de probabilidad con-
centrada en el punto t.

4. Se define la tasa maximal de ascenso de φ desde ξ como:

D̄ (ξ) = sup
η∈Ξ

Φ (M (ξ) ;M (η)) ,

si φ es diferenciable entonces:

D̄ (ξ) = sup
t∈χ

D (t;M (ξ)) . (3.13)

Demostración:
Para mostrar 2, observe que:

Φ

(

A;
∑

j

λjBj

)

=
︸︷︷︸

φ diferenciable

Tr

((
∑

j

λjBj − A

)

∇φ (A)

)

= Tr

((
∑

j

λjBj −
∑

j

λjA

)

∇φ (A)

)

= Tr

((
∑

j

λj (Bj − A)

)

∇φ (A)

)

=
∑

j

Tr [(λj (Bj − A))∇φ (A)]

=
∑

j

λjΦ (A;Bj) .
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En el caso del numeral 3, note que al ser φ diferenciable, se puede aplicar la ecuación
3.12 y se obtiene:

Φ (M(ξ);M(η)) = Tr [(M(η) −M(ξ))∇φ (M(ξ))]

= Tr

{[∫

f(t)fT (t)η(dt) −M(ξ)

]

∇φ (M(ξ))

}

= Tr

[∫

f(t)fT (t)∇φ (M(ξ)) η(dt) −

∫

M(ξ)∇φ (M(ξ)) η(dt)

]

= Tr

{∫
[
f(t)fT (t) −M(ξ)

]
∇φ (M(ξ)) η(dt)

}

=

∫

Tr [(M(δt) −M(ξ))∇φ (M(ξ))] η (dt)

=

∫

Φ (M(ξ),M(δt)) η(dt)

obteniendo el resultado deseado.
Para mostrar la igualdad (3.13) de 4, tenga en cuenta que como δt ∈ Ξ, entonces:

D̄ (ξ) ≥

∫

χ

D(t;M (ξ))δt(dt) = D (t;M (ξ)) , ∀t ∈ χ,

D̄ (ξ) ≥ sup
t∈χ

D (t;M (ξ)) ;

por otro lado, al aplicar 3, se tiene:

Φ (M (ξ) ;M (η)) =

∫

D (t;M (ξ)) η(dt) ≤

∫

sup
t∈χ

D (t;M (ξ)) η(dt),

Φ (M (ξ) ;M (η)) ≤ sup
t∈χ

D (t;M (ξ)) , ∀η ∈ Ξ,

sup
η∈Ξ

Φ (M (ξ) ;M (η)) ≤ sup
t∈χ

D (t;M (ξ)) .

�

A continuación se enuncia y demuestra el teorema general de equivalencia, Whittle
(1973) página 125.
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Teorema 3.4.1. Teorema general de equivalencia. Sean χ un conjunto compacto y
las funciones f(.) continuas.

1. Si φ es un criterio de optimalidad cóncavo, entonces un diseño φ-optimal ξ∗ es
equivalentemente caracterizado por cualesquiera de las siguientes condiciones:

a) ξ∗ maximiza φ,

b) ξ∗ minimiza D̄ (ξ),

c) D̄ (ξ∗) = 0.

2. El punto (M (ξ∗) ;M (ξ∗)), es un punto de silla de Φ(.; .), es decir,

Φ (M (ξ∗) ;M (η)) ≤ 0 = Φ (M (ξ∗) ;M (ξ∗)) ≤ Φ (M (ξ) ;M (ξ∗)) , ∀ξ, η ∈ Ξ.

3. Si φ es diferenciable entonces el soporte de ξ∗ está contenido en

{t : D (t;M (ξ∗)) = 0} ,

y D (t;M (ξ∗)) = 0, ξ∗-casi seguramente.

Observe que para los dos primeros incisos no se requiere que φ sea diferenciable.

Demostración:
De la compacidad de χ y la continuidad de f(.), se concluye que el conjunto de
todas las matrices de momentos, M (Ξ), es compacto. Lo anterior se sigue del hecho
que M (Ξ) es generado por S = T (χ), donde T es una aplicación continua de χ
en NND (m), tal que T (t) = f(t)fT (t), y como χ es compacto, se sigue que S es
compacto, y por tanto M (Ξ) es compacto. Además, al ser φ una función cóncava se
sigue que el óptimo se alcanza en algún diseño ξ∗ ∈ Ξ.
1a ⇒ 1c. En efecto, de la definición de Φ y siendo ξ∗ un diseño óptimo, se tiene,

Φ (M (ξ∗) ;M (η)) ≤ 0, ∀η ∈ Ξ,

de donde,
D̄ (ξ∗) ≤ 0,

y como la igualdad se alcanza cuando η = ξ∗, entonces se concluye que D̄ (ξ∗) = 0.
1b ⇔ 1c. Esta equivalencia se sigue del hecho que D̄ (ξ) ≥ Φ (M (ξ) ;M (ξ)) = 0, y
se ha mostrado que la igualdad siempre se alcanza al menos cuando ξ es φ-optimal.
Por otro lado, 1c implica 1a (y también 1b), ya que si ξ es no optimal entonces
φ (M (η)) > φ (M (ξ)), para algún η ∈ Ξ, pero:

Φ (M (ξ) ;M (η)) ≥ φ (M (η)) − φ (M (ξ)) , (3.14)
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luego Φ (M (ξ) ;M (η)) > 0, de donde:

D̄ (ξ) > 0.

Luego se ha mostrado 1.
El lado izquierdo de la expresión en 2 es evidente, pues ξ∗ es φ-óptimo. Mientras el
lado derecho se sigue al tomar η = ξ∗ en la ecuación 3.14.
Para finalizar, la afirmación 3 se sigue del par de relaciones:
D (t;M (ξ∗)) = Φ (M (ξ∗) ;M (δt)) ≤ 0 y

∫
D (t;M (ξ∗)) ξ∗ (dt) = Φ (M (ξ∗) ;M (ξ∗)) =

0. �

En la práctica se usa el siguiente resultado cuya prueba es sencilla usando el teorema
anterior.

Corolario 3.4.1. Sea φ un criterio de optimalidad cóncavo y diferenciable. Entonces
ξ ∈ Ξ es φ-óptimo si y sólo śı:

∀t ∈ χ D (t;M (ξ)) ≤ 0 y D (t;M (ξ)) = 0 ∀t ∈ Supp (ξ) . (3.15)

3.5. Consecuencias del teorema general de equiva-

lencia

A partir del Teorema general de equivalencia se tiene una forma equivalente para
hallar diseños φ-óptimos. Por el corolario 3.4.1 es suficiente encontrar la derivada
direccional del criterio respectivo y hallar D (t;M (ξ)). En los siguientes corolarios
se dan las expresiones para los diferentes criterios que se van a utilizar, D, DA, L, y
Ds-optimalidad.

Corolario 3.5.1. D-optimalidad, Kiefer y Wolfowitz (1960).
Sea Mm×m (ξ) > 0 y considere φ(ξ) = log |M (ξ)| , entonces:

1. ∇φ (M (ξ)) = M−1 (ξ),

2. La derivada direccional de φ en ξ en la dirección del diseño η es:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr
(
M (η)M−1 (ξ)

)
−m,

3. D (t;M (ξ)) = Tr
(
f (t) fT (t)M−1 (ξ)

)
−m = fT (t)M−1 (ξ) f (t) −m
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Demostración:
Para ver 2 note que:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr ((M (η) −M (ξ))∇φ (M (ξ)))

= Tr
(
(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)

)

= Tr
(
M (η)M−1 (ξ)

)
−m

Mientras 3 es un caso particular de 2, en efecto:

D (t;M (ξ)) = Φ (M (ξ) ;M (δt)) = Φ
(
M (ξ) ; f (t) fT (t)

)

= Tr
(
f (t) fT (t)M−1 (ξ)

)
−m = fT (t)M−1 (ξ) f (t) −m.

�

Corolario 3.5.2. L-optimalidad.
Si φ (M (ξ)) = −Tr

(
KTM−1 (ξ)K

)
= −Tr (LM−1 (ξ)) , L = KKT . Entonces:

1. ∇φ (M (ξ)) = M−1 (ξ)LM−1 (ξ) .

2. La derivada direccional de φ en ξ en la dirección del diseño η está dada por:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr
(
(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)LM−1 (ξ)

)
.

3. D (t;M (ξ)) = fT (t)M−1 (ξ)LM−1 (ξ) f (t) − Tr (LM−1 (ξ)).

Demostración:
La parte 2 es directa,

Φ (ξ; η) = Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr
(
(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)LM−1 (ξ)

)

La parte 3 se sigue de:

D (t;M (ξ)) = Φ (M (ξ) ;M (δx)) = Tr
((
f (t) fT (t) −M (ξ)

)
M−1 (ξ)LM−1 (ξ)

)

= fT (t)M−1 (ξ)LM−1 (ξ) f (t) − Tr
(
LM−1 (ξ)

)
.

�
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Corolario 3.5.3. DA-optimalidad, D-optimalidad para estimar el sistema AT θ.
Sea Am×m′, con r(A) = m′. Defina φ (M (ξ)) = − log

∣
∣ATM−1 (ξ)A

∣
∣. Entonces:

1.
∂ log|AT M−1(ξ)A|

∂M
= −M−1 (ξ)A

(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ) .

2. La derivada direccional de φ en ξ en la dirección del diseño η está dada por:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr
[

(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ)

]

.

3. D (t;M (ξ)) = fT (t)M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ) f (t) −m′.

Demostración:
Para mostrar 1 se usa el hecho de que: log |U | = ĺımp→0 p

−1 (TrUp −m). Se tiene
entonces que:

log
∣
∣ATM−1 (ξ)A

∣
∣ = ĺım

p→0
p−1

(
Tr
(
ATM−1 (ξ)A

)p
−m

)

∂ log
∣
∣ATM−1 (ξ)A

∣
∣

∂M
= ĺım

p→0
p−1 ∂

∂M (ξ)

[
Tr
(
ATM−1 (ξ)A

)p
−m

]

=
︸︷︷︸

ver Kiefer (1974)

ĺım
p→0

−M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)p−1
ATM−1 (ξ)

= −M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ)

Para ver 2 se tiene:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = −Tr
[

(M (η) −M (ξ))
(

−M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ)

)]

= Tr
[

(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ)

]

Y por último se muestra 3:

D (t;M (ξ)) = D (M (ξ) ;M (δt))

= fT (t)M−1A
(
ATM−1A

)−1
ATM−1f (t) − Tr

(

A
(
ATM−1A

)−1
ATM−1

)

= fT (t)M−1 (ξ)A
(
ATM−1 (ξ)A

)−1
ATM−1 (ξ) f (t) −m′.

siendo m′ el número de filas de A. �

En el siguiente corolario se presenta el criterio usado para estimar en forma óptima un
subconjunto de v-parámetros, v < m. Además se puede usar para hacer discriminación
entre dos modelos anidados.
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Corolario 3.5.4. Dv-optimalidad.

Sea φv (M (ξ)) = log |M(ξ)|
|M22(ξ)| , donde M (ξ) =

[
M11 (ξ) M12 (ξ)
M21 (ξ) M22 (ξ)

]

, con M22 (ξ) matriz

de orden l × l, y fT (t) β = fT
1 (t)β1 + fT

2 (t) β2, y al reescribir φv como:

φv (M (ξ)) = log |M (ξ)| − log |M22 (ξ)| = φ1 (M (ξ)) − φ2 (M (ξ)) ,

entonces:

1. Φ (M (ξ) ;M (η)) = Tr [(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)]−Tr
(
(M22 (η) −M22 (ξ))M−1

22 (ξ)
)

2. D (t;M (ξ)) = fT (t)M−1 (ξ) f (t) − fT
2 (t)M−1

22 (ξ) f2 (t) − v, donde v = m− l.

Demostración:
Para mostrar 1 se observa que:

Φ (M (ξ) ;M (η)) = Φ1 (M (ξ) ,M (η)) − Φ2 (M (ξ) ,M (η))

= Tr
[
(M (η) −M (ξ))M−1 (ξ)

]
− Tr

(
(M22 (η) −M22 (ξ))M−1

22 (ξ)
)

A partir de la expresión anterior y usando propiedades de la derivada direccional se
obtiene 2, en efecto:

D (t;M (ξ)) = fT (t)M−1 (ξ) f (t) −m− fT
2 (t)M−1

22 (ξ) f2 (t) + l

= fT (t)M−1 (ξ) f (t) − fT
2 (t)M−1

22 (ξ) f2 (t) − v.

�

3.6. Diseños óptimos para modelos no lineales

Los modelos no lineales se pueden representar por:

Y (x) = η (x; θ) + ǫ, (3.16)

donde, como en el modelo lineal, las variables explicativas xT = (x1, x2, . . . , xk) vaŕıan
en un espacio de diseño compacto, χ ⊆ R

k, dotado de una σ - álgebra, B, (Borelianos
en χ, agregándole los conjuntos unitarios), θ ∈ Ω ⊆ R

m, los errores con media cero y
varianza constante y η (x; θ) es una función no lineal en θ.
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En el modelo 3.16, dado un diseño ξ definido en B, se conoce que el estimador de
mı́nimos cuadrados para θ, θ̂n, bajo ciertas condiciones de regularidad (entre otras,
como continuidad de η(x; θ) con respecto a θ ∈ Ω, para cualquier x) es asintóticamente
insesgado, de hecho es fuertemente consistente, es decir, θ̂n →n→∞ θ casi seguramente.
Además, la expresión de la matriz de varianzas-covarianzas de θ̂ se halla al aproximar
η(x; θ) por una expansión en potencias en una vecindad de θ0:

η(x; θ) ∼= η(x; θ0) + (θ − θ0)
Tf(x; θ0),

siendo f(x; θ) = ∂η(x,θ)
∂θ

.

Se puede mostrar, ver por ejemplo Fedorov y Hackl (1997), que la matriz de varianzas-
covarianzas asintótica de θ̂ es la inversa de la matriz:

M (ξ; θ) = Eξ

[
f(x; θ)fT (x; θ)

]
=

∫

χ

f(x; θ)fT (x; θ)dξ(x),

de hecho bajo algunos supuestos, como por ejemplo la existencia de ∂2η(x; θ)/∂θi∂θj,

i, j = 1, 2, . . . ,m, se puede mostrar que σ−2nD
[

θ̂n

]

→ M−1 (θ0), donde M(θ0) =

ĺımn→∞ σ2n−1M(ξ(n), θ0), donde ξ(n) es un diseño exacto. Es decir, σ−2nM−1(ξ(n), θ̂)
es un estimador fuertemente consistente para M−1(θ0).

De esta forma se motiva el estudio de funcionales de la matriz M (ξ; θ), debido a sus
propiedades asintóticas. Note que bajo el supuesto de normalidad e independencia
en los errores se tiene que M(ξ; θ) es una combinación ponderada de las matrices de
información de Fisher asociada a cada punto de soporte xu del diseño ξ, u = 1, 2, . . . , s,
esta información está dada por:

E

[

∂

∂θ
log p(y|xu, θ)

(
∂

∂θ
log p(y|xu, θ)

)T
]

= E

[

−
∂2 log p(y|xu, θ)

∂θ2

]

,

donde p(y|xu, θ) = 1√
2πσ

exp
(

− (y−η(xu;θ))2

2σ2

)

. Luego la componente (i, j) de la matriz

de información de Fisher del punto xu se reduce a:

E



−
∂2
(

− (y−η(xu;θ))2

2σ2

)

∂θiθj



 = E

[
1

σ2

(

−y
∂2η(xu; θ)

∂θiθj

+ η(xu; θ)
∂2η(xu; θ)

∂θiθj

+
∂η(xu; θ)

∂θi

∂η(xu; θ)

∂θj

)]

=
1

σ2

∂η(xu; θ)

∂θi

∂η(xu; θ)

∂θj

.
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Luego la matriz de información de Fisher del punto xu está dada por: 1
σ2f(xu; θ)f

T (xu; θ),
y aśı,

M(ξ; θ) =
s∑

u=1

wu
1

σ2
f(xu; θ)f

T (xu; θ).

Sin pérdida de generalidad se supone que σ2 = 1, ya que en los criterios de optimalidad
que se van a usar no se ven afectados por el valor de este parámetro, se supone que
este parámetro es constante. De lo anterior a M(ξ; θ) se le conoce como matriz de
información, y juega el papel de la matriz de momentos del modelo lineal, si se con-
siderara el modelo linealizado.

La dependencia de M de θ hace que la búsqueda de diseños óptimos dependa de este
parámetro. En forma análoga al caso lineal, se cuantifica la magnitud de la informa-
ción suministrada por M (ξ, θ) a partir de funcionales de ésta, y consecuentemente
la maximización de alguna función de información, φ, de valor real, ver Box y Lucas
(1959). En este tipo de modelos las propiedades que tienen los criterios de optimalidad
se traducen en términos asintóticos.

Para la construcción de los diseños óptimos existen varias alternativas, en este trabajo
se exploran las siguientes:

3.6.1. Diseños óptimos locales

Introducidos por Chernoff (1953), son los primeros diseños que aparecieron para el ca-
so no lineal. Consiste en dar inicialmente un valor a priori para θ, θ0, que esté cercano
al valor verdadero del parámetro. Esta asignación a priori dependerá del conocimiento
que tenga el investigador acerca del problema, de donde se puede optar por estima-
ciones de θ a partir de datos previos, o a partir de estudios similares. Una vez se tenga
el valor a priori para θ, denotado por θ0, se construyen diseños óptimos a partir de fun-
cionales de la matriz de información M(ξ; θ0). Como lo afirma Cochran (1973) página
771: “Denme un valor de θ y aseguro diseñar el mejor experimento para estimar θ”.
Es claro que los diseños óptimos en modelos no lineales dependerán del valor a priori
que se halla seleccionado para θ, por tanto es importante tener un buen estimador
inicial de θ, θ0. Los diseños resultantes son diseños óptimos locales. Varios autores han
usado esta alternativa para la construcción de los diseños, ver por ejemplo: Ford, et
al. (1992); Dette, Melas y Pepelyshev (2004b); Dette, Melas y Wong (2005); O’Brien
(1992); O’Brien (2005), entre otros. La construcción de diseños D-óptimos locales y
L-óptimos locales, son explorados en los ejemplos de la subsección 3.6.3.
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3.6.2. Diseños óptimos promediados por una distribución a
priori π

Los diseños óptimos locales dependen de una buena elección para θ, aunado al hecho
de que en varios modelos los diseños óptimos resultantes son diseños no aptos para la
realización de pruebas de bondad de ajuste, ver los ejemplos de la subsección 3.6.3.
Una posible solución se presenta cuando se conoce una serie de posibles valores para
θ con una distribución asociada. En general, si se tiene una distribución a priori para
θ, π, se puede optar por usar como criterio de optimalidad el resultado de integrar
el criterio subyacente con respecto a la medida dada por π. Dando como resultado el
criterio de optimalidad, que en algunos art́ıculos se le denomina, Bayesiano. Se hace la
anotación que en este trabajo se usa el término Bayesiano por su relación con el uso de
distribuciones a priori. Es claro que los diseños óptimos propiamente Bayesianos, ha-
cen uso de funciones de utilidad, ver por ejemplo la revisión de Chaloner y Verdinelli
(1995) y juegan un papel importante en la teoŕıa de los diseños óptimos. Cabe señalar
que en este trabajo no se hizo uso de este enfoque.

En algunas situaciones considerando distribuciones a prioris lo suficientemente dis-
persas se pueden encontrar diseños óptimos con un número suficiente de puntos de
soporte donde es posible llevar a cabo pruebas de bondad de ajuste, ver Atkinson y
Donev (1992). En particular, un diseño ξ es D-óptimo Bayesiano (con respecto a la
distribución a priori π), para abreviar Dπ-óptimo, si maximiza:

Eπ [log |M (ξ; θ)|] =

∫

Ω

log |M (ξ; θ)| dπ (θ) .

En general, un diseño es φ-óptimo Bayesiano con respecto a la distribución a priori π,
abreviado por φπ-óptimo, Dette, Haines e Imhof (2007), si maximiza: Eπ [φ(M (ξ; θ))].
Ejemplos de este tipo de diseños son mostrados en la subsección 3.6.3 y también en
el caṕıtulo 4 donde se exploran otros criterios de optimalidad.

Para Dπ optimalidad, se obtiene la siguiente equivalencia, generalización del teorema
de Kiefer y Wolfowitz, y se pueden usar los resultados dados en la sección 3.4, bajo
el supuesto que M > 0:

ξ es Dπ − óptimo si y sólo śı E
[
fT (x; θ)M−1 (ξ; θ) f(x; θ)

]
≤ m, ∀x ∈ χ. (3.17)

La respectiva equivalencia se obtiene para Lπ-optimalidad al calcular la esperanza,
con respecto a la a priori π, de la expresión 3.9. Es decir, ξ es Lπ-óptimo si y sólo śı:

∀x ∈ χ, Eπ

[
fT (x; θ)M−1(ξ)KKTM−1f(x; θ) − Tr

(
KTM−1K

)]
≤ 0, (3.18)

donde K y M−1, son matrices que dependen de θ.
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En la literatura de diseños óptimos en modelos no lineales, existen otras alternativas
de solución que no son exploradas en este trabajo, como lo son los diseños maximı́n, y
maximı́n estandarizados, entre otros, ver Dette, Haines e Imhof (2007), Dette y Sahm
(1998).

A continuación se presentan varios ejemplos de modelos no lineales donde el in-
terés está en encontrar diseños óptimos tanto óptimos locales como promediados por
una distribución a priori: diseños óptimos Bayesiano. Estos ejemplos aparecen en la
literatura usual de diseños óptimos, y en este trabajo se han encontrado los diseños
óptimos para otros valores locales y considerando distribuciones a priori diferentes.

3.6.3. Ejemplos de diseños óptimos en modelos no lineales

Ejemplo 3.6.1. Modelo de decaimiento exponencial.

Este modelo está dado por:

η(x; θ) = exp(−θx), x > 0.

Si θ0 es una buena asignación para θ, su matriz de información, que en efecto es un
número real, es:

M(ξ; θ0) = M(x0; θ0) =

∫

x>0

f 2(x; θ0)dξ(x),

donde

f(x; θ0) =
d

dθ
η(x; θ) |θ=θ0

= −x exp(−θ0x).

El modelo linealizado consta de un parámetro, y el diseño D-óptimo local concentra
toda su masa en un punto. Se verá a continuación que el punto es: x0 = 1/θ0. Sea ξ0
el diseño que tiene como punto de soporte a x0, entonces:

M(ξ0; θ0) = x2
0 exp (−2θ0x0) , (3.19)

No es dif́ıcil mostrar que el máximo de la ecuación 3.19 se alcanza en x0 = 1/θ0, y

d(x; ξ0) = fT (x; θ0)M
−1(ξ0; θ0)f(x; θ0) =

f 2(x; θ0)
∫
f 2(x; θ0)dξ0(x)

= (xθ0)
2 exp (−2 (xθ0 − 1)) ,

observe que d(x; ξ0) ≤ 1, ∀ x > 0 y d(x, ξ0) = 1 en x = 1/θ0, luego el diseño que
concentra su masa en 1/θ0 es D-óptimo local. Este diseño no permite realizar pruebas
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de bondad de ajuste para el modelo en cuestión. El diseño depende de la especificación
de θ0, y puede llegar a ser ineficiente si θ0 está muy lejos del valor verdadero θ.

Otra forma de hallar un diseño óptimo es a partir de un enfoque Bayesiano, donde
se incorpora el conocimiento acerca de θ por medio de una distribución a priori.
Como ilustración se consideran 6 distribuciones a prioris discretas, uniformes en
5 puntos, y se hallaron los respectivos diseños Dπ-óptimos para estimar θ, con las
diferentes a priori, ver Tabla 3.1. Lo anterior fue hecho numéricamente con ayuda
de algoritmos computacionales programados en el lenguaje R usando la equivalencia
3.17. Los diseños Dπ-óptimos obtenidos están formados por tres puntos de soporte,
observándose variación en las distintas a prioris consideradas, tanto en los puntos
de soporte (primera fila de cada diseño) como en sus pesos (segunda fila del diseño).
En Atkinson y Donev (1992), página 230, muestran como los puntos de soporte del
diseño aumentan a medida que la distribución a priori que los autores consideran es
más dispersa.

π Soporte dist. a priori πj Diseño Dπj
-óptimo

π1

(
0.09, 0.49, 1, 4.9, 9

)
[

0.16 1.50 10.99
0.44 0.40 0.16

]

π2

(
0.10 0.50, 1, 5.0, 10

)
[

0.14 1.52 9.81
0.43 0.42 0.15

]

π3

(
0.11 0.51, 1, 5.1, 11

)
[

0.13 1.54 8.81
0.43 0.44 0.13

]

π4

(
0.12 0.52, 1, 5.2, 12

)
[

0.12 1.56 7.95
0.42 0.46 0.12

]

π5

(
0.14 0.54, 1, 5.4, 14

)
[

0.11 1.62 6.55
0.42 0.50 0.08

]

π6

(
0.15 0.55, 1, 5.5, 15

)
[

0.10 1.65 5.96
0.42 0.52 0.06

]

Tabla 3.1: Diseños óptimos para el modelo de decaimiento exponencial con diferentes
distribuciones a priori uniformes para θ.

Ejemplo 3.6.2. Modelo de compartimientos.

Los modelos de compartimientos son de gran utilidad en farmacocinética, ver caṕıtulo
2. Estos modelos se utilizan, entre otras aplicaciones, para modelar el nivel de con-
centración de un medicamento en la sangre de un individuo a lo largo del tiempo. Se
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considera el siguiente modelo:

η (x, θ) =
θ1

θ1 − θ2

{exp (−θ2x) − exp (−θ1x)} x ≥ 0, θ1 > θ2 > 0. (3.20)

Asociado al trabajo biológico es de interés, además de estimar el vector de parámetros
θ, estimar tres cantidades que ayudan al estudio de la cinética del medicamento en
un individuo. Estas cantidades son:

1. El área bajo la curva (AUC): g1 (θ) =
∫∞
0
η (x; θ) dx = 1

θ2
.

2. Tiempo para la concentración máxima: g2 (θ) = xmáx = log θ1−log θ2

θ1−θ2
.

3. La concentración máxima: g3 (θ) = η (xmáx; θ).

La construcción de diseños óptimos para la estimación de estas funciones simultánea-
mente, se puede hacer a partir de diseños L-óptimos locales (ver ecuación 3.7, con
p = −1), y diseños L-óptimos promediados por una distribución a priori, se con-
sideró una a priori uniforme. La j-ésima columna, Kj, de K es el gradiente de la
función no lineal, gj (θ), evaluada en θT

0 =
(
θ10, θ20

)
. Aśı se asegura que el diseño

óptimo será aquel que minimice el promedio asintótico de la varianzas del respectivo
estimador linealizado, es decir, aquel que minimiza:

1

3

3∑

j=1

Var
[

gj

(

θ̂0

)]

≈
1

3

∑

Var
[

KT
j β̂
]

∝ KTM−1(ξ)K.

En el caso de estudio, las primeras dos columnas de K están dadas por:

KT
1 (θ0) =

(

0, − 1
θ2
20

)

, KT
2 (θ0) =

(
1/θ10−xmáx

θ10−θ20
, xmáx−1/θ20

θ10−θ20

)

,

en forma análoga se halla la tercera columna de K. Como ilustración, se tomó θT
0 =

(
0.7, 0.2

)
, y en la Tabla 3.2 se presentan los diseños L-óptimos locales obtenidos

para la estimación de las tres caracteŕısticas de interés simultáneamente. También se
consideró una a priori uniforme discreta para los siguientes cinco valores del vector
de parámetros, θ:

Θ =
{

(0.70, 0.20)T , (0.65, 0.15)T , (0.75, 0.25)T , (0.65, 0.25)T , (0.75, 0.15)T
}

,

es decir, π(θ) = 1/5, ∀θ ∈ Θ. En la Tabla 3.2 se reporta el diseño L-óptimo Bayesiano
obtenido. Ambos diseños L-óptimo local y L-óptimo promediado por la a priori π,
presentan pocas diferencias. Además, en ambos casos se verifica que el diseño hallado
satisface las equivalencias dadas por las ecuaciones 3.9 y 3.18, respectivamente.
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Criterio Diseño óptimo

L-optimalidad local

[
1.31 6.60
0.28 0.72

]

L-optimalidad Promediada por la a priori π

[
1.46 7.14
0.27 0.73

]

Tabla 3.2: Diseños L-óptimos locales y promediados por la a priori π para el modelo
3.20

Hay muchos otros trabajos en diseños de experimentos óptimos para modelos de
compartimientos. Por ejemplo, trabajos recientes de López y Ramos (2007c) y López y
Ramos (2007b). En el primer trabajo se estudia otro modelo de cuatro compartimientos
con posible aplicación en farmacocinética y se hallan diseños L-óptimos locales Bayesia-
nos y en el segundo trabajo, usando el mismo modelo, se hacen comparaciones entre
diseños L y DA óptimos Bayesianos. Para otros trabajos en modelos de compartimientos
con observaciones correlacionadas ver por ejemplo López-Fidalgo et al (2005).

3.7. Criterios de optimalidad para discriminar entre

modelos

En los contextos tanto lineal como no lineal se asume impĺıcitamente que se conoce
la forma funcional η(x; θ), lo cual en situaciones prácticas no es del todo cierto. Es
posible tener idea de que uno de varios modelos es el adecuado para la situación
experimental que se está estudiando, pero no se sabe cual es el modelo correcto. Lo
anterior hace pensar en la necesidad de construir diseños que tengan una potencia
alta para discriminar entre varios modelos, es decir que permitan decidir cual de los
modelos en cuestión es el más adecuado.

En lo que sigue se supone que todos los modelos bajo consideración dependen del
mismo conjunto de variables independientes. Se presenta el caso donde se necesita
discriminar entre dos modelos. Se supone que los dos modelos tienen la siguiente
estructura:

Y = η(x; θ) + ǫ,

donde la función η(x; θ) es una de dos funciones conocidas η1(x; θ1) ó η2(x; θ2), siendo
θ1 ∈ Ω1 ⊂ R

m1 y θ2 ∈ Ω2 ⊂ R
m2 .

A continuación se presenta un posible criterio para discriminar entre dos modelos
competitivos. Es uno de los criterios más usados en la literatura de los diseños óptimos,
en el Caṕıtulo 4, seccción 4.3.6, donde se compara el criterio que se verá a continuación
con el criterio Ds-optimal para el caso de dos modelos anidados.
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3.7.1. T-optimalidad

Este criterio fue introducido por Atkinson y Cox (1974), y luego fue generalizado
para el caso de discriminación entre más de dos modelos por Atkinson y Fedorov
(1975b). Los resultados que los autores obtienen dependen de los estimadores de
mı́nimos cuadrados y del supuesto de normalidad. Para el caso de no normalidad se
ha propuesto un criterio alternativo ver López-Fidalgo et al (2007).

El diseño óptimo para discriminar depende de cual de las funciones, ηi, es la correcta.
Suponga que la función correcta es ηv(x) = η(x; θ) = η1(x; θ1). El criterio de optimali-
dad está basado en la siguiente idea: Buscar un buen diseño para discriminar entre
ηv y η2 de tal forma que suministre una suma de cuadrados de falta de ajuste grande
para el segundo modelo. Si el segundo modelo se ajusta a los datos, los estimadores de
mı́nimos cuadrados de los parámetros dependerán del diseño experimental, del valor
de θ1 y la distribución de los errores. Los parámetros estimados se hallan a partir de
la siguiente expresión:

θ̂2(ξ) = arg mı́n
θ2

∫

χ

{ηv(x) − η2(x; θ2)}
2 dξ(x)

= arg mı́n
θ2

∑

x∈Supp(ξ)

{ηv(x) − η2(x; θ2)}
2 ξ(x)

y este valor produce la siguiente suma de cuadrados residual:

∆2(ξ) = mı́n
θ2

∆21(ξ; θ2). (3.21)

donde:

∆21(ξ; θ2) =

∫

χ

{ηv(x) − η2(x; θ2(ξ))}
2 dξ(x).

∆2(ξ) es una medida de falta de ajuste cuando η2(xi; θ̂2) se reemplaza por η(x). En
el caso donde Ω2 = R

m2 , η2(x; θ2) = θT
2 f2(x), y los errores son normales e inde-

pendientes, se tiene que ∆2(ξ) es proporcional al parámetro de no centralidad de
la distribución χ2 de la suma de cuadrados residual asociada al segundo modelo.
Aquellos diseños que maximizan ∆2(ξ) se denominan diseños T-óptimos, la letra T

se usa con el fin de enfatizar la conexión con contraste de modelos (“Testing models”).

Para el caso de modelos lineales en los parámetros, los diseños T-óptimos obtenidos
al maximizar (3.21) dan la prueba F más potente para la falta de ajuste del segundo
modelo cuando el primero es cierto. En el caso de modelos no lineales en los paráme-
tros las propiedades de la prueba F exacta se reemplazan por propiedades asintóticas,
pero aun aśı el diseño obtenido será aquel que maximice la ecuación 3.21.
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Existe un teorema de equivalencia para el criterio definido en 3.21, ver Atkinson y
Fedorov (1975a). Se usa el hecho de que ∆21(ξ, θ2) es una función lineal en ξ, es
cóncava y diferenciable y bajo el supuesto de que θ̂2(ξ) es único. Se puede mostrar
que la función de sensibilidad está dada por: D(x; ξ) = Ψ2(x; ξ) − ∆2(ξ), donde
Ψ2(t, ξ) = {ηv(x; θ1) − η2(x; θ2)}

2 y θ2 = θ̂2(ξ).

El teorema se enuncia a continuación.

Teorema 3.7.1. Con las condiciones dadas anteriormente se tiene que: Un diseño
ξ∗ es T-óptimo si y solo śı Ψ2(x; ξ

∗) − ∆2(ξ
∗) ≤ 0 ∀x ∈ χ con igualdad en los

puntos de soporte del diseño ξ∗, con Ψ2(t, ξ
∗) = {ηv(x; θ1) − η2(x; θ

∗
2)}

2, θ∗2 = θ̂2(ξ
∗),

y ∆2(ξ
∗) =

∫

χ
{ηv(x; θ1) − η2(x; θ

∗
2)}

2 dξ∗(x).

Se observa que los diseños T-óptimos realmente son diseños locales, pues dependen del
valor de θ para el modelo que se asume como correcto. Si se cuenta con una distribu-
ción a priori, π, para θ, entonces se puede hablar de diseños Tπ-óptimos promediados
con respecto a la distribución a priori π.

En la siguiente subsección se presentan varios ejemplos, que aparecen en la literatura,
donde se construyen diseños óptimos usando otras distribuciones a prioris.

3.7.2. Algunos ejemplos de diseños T-óptimos

A continuación se van a explorar algunos ejemplos que aparecen en la literatura de
diseños óptimos para discriminación entre dos modelos, ver Atkinson y Donev (1992).
Adicional a los diseños alĺı reportados se encuentran otros diseños.

Ejemplo 3.7.1. Discriminación entre los siguientes dos modelos:

η1(x; θ1) = θ10 + θ11e
x + θ12e

−x vs. η2(x; θ2) = θ20 + θ21x+ θ22x
2,

para −1 ≤ x ≤ 1.

Se considera el primer modelo como verdadero. Entonces el diseño T-óptimo depende
de los valores de los parámetros θ11 y θ12. Por ejemplo Atkinson y Fedorov (1975a)
consideran el vector de parámetros: (4.5,−1.5,−2)T , de donde:

ηv(x) = η1(x; (4.5,−1.5,−2)T ) = 4.5 − 1.5ex − 2e−x.

Los autores justifican la aproximación de la función anterior por un polinomio cuadráti-
co, al observar que en x = −1, ηv(−1) = −1.488, y alcanza su máximo de 1.036 en
x = 0.144 antes de declinarse a −0.131 en x = 1.
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θ11 θ12 Diseño óptimo ξ∗ θ̃T
2 ∆2(ξ

∗)

−1.0 −2.5

[
-1.000 -0.607 0.339 1.000
0.222 0.390 0.278 0.109

]
(
1.04 1.69 −1.94

)
5.14 × 10−3

−0.5 −3.0

[
-1.000 -0.577 0.407 1.000
0.204 0.370 0.296 0.130

]
(
1.04 2.82 −1.94

)
1.13 × 10−2

0.0 −3.5

[
-1.000 -0.560 0.437 1.000
0.195 0.360 0.305 0.140

]
(
1.04 3.95 1.94

)
2.48 × 10−2

0.5 −4.0

[
-1.000 -0.550 0.453 1.000
0.189 0.354 0.311 0.146

]
(
1.04 5.09 −1.94

)
4.05 × 10−2

0.5 4.0

[
-1.000 -0.572 0.416 1.000
0.201 0.367 0.299 0.133

]
(
8.95 −3.95 2.49

)
2.53 × 10−2

Tabla 3.3: Diseños T-óptimos locales cuando η1(x; θ1) es la función correcta y θ10 =
4.5.

Se puede verificar entonces, que el diseño T-óptimo para discriminar entre los dos
modelos, es decir, el diseño para el cual ∆2(ξ) es maximizado, está dado por:

ξ∗ =

[
−1.000 −0.669 0.144 0.957

0.253 0.428 0.247 0.072

]

,

donde ∆2(ξ
∗) = 1.087 × 10−3. Un hecho sobresaliente de este diseño es que la mitad

del peso se divide entre el primer y tercer punto del diseño y la otra mitad entre los
otros dos.

En la Tabla 3.3 se presentan los diseños T óptimos hallados para otros valores de
θ11 y θ12. También se reporta el valor del vector de parámetros θ̃2 asociado al diseño
óptimo, además del valor óptimo alcanzado por el respectivo diseño. Se observa que el
diseño óptimo no depende del valor de θ10, sin embargo se utilizó 4.5 para los cálculos.
Mediante el uso del teorema de equivalencia se verificó que en efecto todos los diseños
obtenidos son T-óptimos locales.

En la Tabla 3.4 se encuentran los diferentes diseños T-óptimos para el caso donde
η2(x; θ2) es el modelo verdadero y diferentes valores de θ2. Adicionalmente se reporta
el valor del vector de parámetros, θ̃1, para el diseño óptimo y el valor máximo del
criterio, ∆2(ξ

∗). Se observa que todos los diseños óptimos locales tienen cuatro pun-
tos de soporte, excepto el tercer diseño óptimo local que tiene cinco. En la Figura 3.3
se muestra que en efecto todos los diseños obtenidos son T-óptimos locales.

Adicionalmente, con propósitos ilustrativos, se construyeron diseños T-óptimos prome-
diados por una distribución a priori. Inicialmente se considera una distribución uni-
forme en los cinco valores considerados del vector de parámetros para el caso donde
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Figura 3.3: Función de Varianza para verificar T-optimalidad, cuando η2(x; θ2) es la
función correcta, y θ20 = 4.5.
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θ21 θ22 Diseño óptimo ξ∗ θ̃T
1 ∆2(ξ

∗)

1.0 2.0

[
-1.000 -0.240 0.640 1.000

0.076 0.272 0.425 0.227

]
(
0.91 2.26 1.36

)
2.28 × 10−3

1.5 2.5

[
-1.000 -0.274 0.631 1.000
0.083 0.278 0.417 0.221

]
(
0.02 2.93 1.59

)
4.64 × 10−3

−1.0 2.0

[
-1.000 -0.641 0.240 1.000
0.228 0.424 0.272 0.076

]
(
0.91 1.36 2.25

)
2.27 × 10−3

0.0 1.0

[
-1.000 -0.710 0.000 0.710 1.000
0.044 0.133 0.258 0.368 0.198

]
(
2.67 0.92 0.92

)
1.02 × 10−4

Tabla 3.4: Otros diseños T-óptimos locales, cuando η2(x; θ2) es la función correcta.

Modelo cierto Distribución a priori Diseño óptimo ξ∗

Modelo 1 π1

[
-1.00 -0.57 0.43 1.00
0.20 0.36 0.30 0.14

]

Modelo 2 π2

[
-1.00 -0.32 0.61 1.00
0.09 0.29 0.41 0.21

]

Tabla 3.5: Diseños T-óptimos promediados por dos distribuciones a prioris

el primer modelo es el verdadero, π1 (ver Tabla 3.3). Además, para el caso donde el
segundo modelo es el verdadero, se hallan los diseños óptimos a partir de una dis-
tribución uniforme para los cuatro valores del vector θ2, denotada por π2 (ver Tabla
3.4). Los diseños óptimos encontrados, para ambos casos, se hallan en la Tabla 3.5.
Igualmente se verifica la optimalidad de los diseños a partir del respectivo teorema de
equivalencia.

En este ejemplo, los diseños T-óptimos obtenidos en ambos casos contienen los ex-
tremos del intervalo [−1, 1]. No existe una cota para el número de puntos de soporte
asociado con este criterio, se obtuvieron diseños con cuatro puntos de soporte y se
exhibió un diseño con cinco puntos de soporte. A partir del respectivo teorema de
equivalencia, se verificó que los diseños obtenidos son los diseños óptimos, ya sea
locales o promediados por una distribución a priori.

Ejemplo 3.7.2. Dos modelos para decaimiento.

A continuación se van a construir diseños T-óptimos para discriminar entre los
siguientes modelos para decaimiento:

η1(x; θ1) = exp(−θ1x) vs. η2(x; θ2) =
1

1 + θ2x
,

siendo x ≥ 0, θ1 ≥ 0, θ2 ≥ 0.
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Inicialmente se supone que η1(x; θ1) es el modelo verdadero, tomando θ1 = 1, es decir,
ηv(x) = e−x, x ≥ 0. Luego se tiene:

∆2(ξ) = mı́n
θ2

∫ {

e−x −
1

1 + θ2x

}2

dξ(x) = mı́n
θ2

∑

x

{

e−x −
1

1 + θ2x

}2

ξ(x).

A continuación se van a hallar los diseños T-óptimos para discriminar entre los dos
modelos anteriores bajo el supuesto que 0 ≤ x ≤ 10. En la Tabla 3.6 (a) se listan los
diseños óptimos locales encontrados para otros valores de θ1, adicional a θ1 = 1.0.

θ1 θ1 = 1 θ1 = 2 θ1 = 3 θ1 = 4

Diseño ξ∗
[

0.327 3.338
0.335 0.665

] [
0.163 1.669
0.334 0.666

] [
0.109 1.113
0.334 0.666

] [
0.082 0.834
0.334 0.666

]

θ̃2 1.88 3.76 5.64 7.52
(a)

θ2 θ2 = 2 θ2 = 4 θ2 = 6 θ2 = 8 θ2 = 10

Diseño ξ∗
[

0.307 3.139
0.334 0.666

] [
0.150 1.563
0.340 0.660

] [
0.102 1.046
0.334 0.666

] [
0.077 0.785
0.334 0.666

] [
0.061 0.628
0.449 0.551

]

θ̃1 1.06 2.13 3.19 4.25 7.05
(b)

Tabla 3.6: Diseños T-óptimos locales para discriminar entre los dos modelos para
decaimiento, cuando: (a) η1(x; θ1) ó (b) η2(x; θ2) es el modelo correcto.

En el caso donde el segundo modelo es el verdadero, se encontraron los respectivos
diseños T-óptimos para diferentes valores de θ2, ver Tabla 3.6 (b). Igualmente, usando
el teorema de equivalencia se verifica que en efecto los diseños obtenidos son T-ópti-
mos locales, ver la Figura 3.4 para el primer caso.
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Figura 3.4: Función de Varianza para verificar T-optimalidad, cuando η1(x; θ1) es la
función correcta.
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3.8. Resumen Criterios de optimalidad

Para concluir este caṕıtulo se presenta en el diagrama siguiente un resumen de los
diferentes criterios de optimalidad organizados dependiendo si el objetivo es estimar
los parámetros del modelo, o estimar funciones lineales o no lineales de los parámetros
o hacer discriminación entre modelos. Todos los criterios presentados en este diagrama
son de especial interés en el siguiente caṕıtulo donde se dará la solución al problema de
encontrar diseños óptimos que permitan discriminar entre dos modelos competitivos
y estimar simultáneamente los parámetros y varias funciones no lineales de interés.



Caṕıtulo 4

Diseños óptimos: Discriminación y
estimación de funciones no lineales

4.1. Introducción

La búsqueda de los diseños óptimos es modelo dependiente, es decir, los diseños
dependen en gran medida del modelo bajo el cual se está describiendo el compor-
tamiento de la variable de interés. Además, como lo anotan Fedorov y Hackl (1997)
en la práctica no se conoce con certeza el modelo adecuado que permita modelar el
fenómeno bajo estudio. Con el fin de tener en cuenta esta dependencia en el criterio
de optimalidad, se tienen varios trabajos en donde se considera una clase de modelos
competitivos ya sean anidados o no y se proponen criterios de optimalidad para hallar
un diseño que permita discriminar entre los modelos considerados.

Una caracteŕıstica no deseable que se ha observado en los diseños T-óptimos para
discriminar es su poca eficiencia para la estimación de los parámetros del modelo, au-
nado al hecho de que en varias aplicaciones el diseño resultante es singular, cómo se
verá en la subsección 4.3.4. Debido a lo anterior, en varios trabajos se han propuesto
criterios que tienen en cuenta tanto la discriminación entre los modelos como la es-
timación de los parámetros. Por ejemplo, Atkinson y Fedorov (1975b) proponen una
generalización del criterio T-optimal revisado en la sección 3.7; O’Brien y Rawlings
(1996) presentan una nueva propuesta para discriminar entre varios modelos com-
petitivos no anidados y estimar simultáneamente los parámetros del modelo a partir
de una combinación convexa de los logaritmos de los criterios considerados; mientras
que Biswas y Chaudhuri (2002) construyen una metodoloǵıa de diseños secuenciales
eficientes para discriminar y estimar en modelos lineales anidados.

También, Zen y Tsai (2002) dan una solución para el problema de estimar el grado de
un polinomio y simultáneamente hacer estimación de los parámetros de éste. Ellos pro-

53
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ponen considerar la media geométrica de las eficiencias asociadas a los criterios para
discriminación entre los modelos y estimación de los parámetros, respectivamente.
Pukelsheim y Rosenberger (1993) presentaron un trabajo más espećıfico para el caso
polinomial. Recientemente Atkinson (2008) presenta el criterio DT-optimal que per-
mite discriminar entre modelos y estimar los parámetros del modelo simultáneamente,
en esencia es una combinación convexa de los criterios T y D-optimalidad.

En este trabajo se está interesado en proponer un criterio de optimalidad con el fin
de obtener diseños óptimos que permitan discriminar entre dos posibles modelos no
lineales y además, que estimen tanto el vector de parámetros como varias funciones no
lineales de los parámetros, Hj(θ). Este tipo de problemas surge de forma natural en el
área de farmacocinética, alĺı es de interés, además de estimar el vector de parámetros
asociado con el respectivo modelo de compartimientos, estimar funciones no lineales de
éste. Estas funciones sirven para entender la cinética de un medicamento bajo estudio;
entre otras se consideran el área bajo la curva de concentración (ABC), el tiempo
donde se alcanza la concentración máxima (tmáx) y el valor de la concentración máxi-
ma (η(tmax)). En la sección 4.3 se ejemplifica la metodoloǵıa propuesta a partir de dos
modelos, uno de tres y el otro de cuatro compartimientos, con tasas de transferencia
reversibles. Ambos modelos son ampliamente usados para modelar la cinética de un
medicamento en un organismo. Se han realizado varios trabajos en modelos de far-
macocinética usando modelos de compartimientos, ver por ejemplo Candas et al.
(1988), Stroud et al. (2001), Staub et al (2003), Rajaram y Tsokos (2006). Para
otros trabajos relacionados ver López-Fidalgo y Wong (2002). En esta área reciente-
mente se han presentado, entre otros, los siguientes trabajos en diseños óptimos para
modelos de compartimientos: Waterhouse et al. (2005), proponen un criterio produc-
to para discriminar y estimar los parámetros en un modelo de compartimientos; en
los trabajos de Gueorguieva, et al. (2006), Gueorguieva, et al. (2007) se presentan
los diseños óptimos y un software, Popdes, para para la construcción de los diseños
D-óptimos en modelos con respuesta multivariada para farmacocinética individual y
poblacional, respectivamente.

4.2. Metodoloǵıa Propuesta

En esta sección se propone un criterio de optimalidad a partir de los criterios usados
para discriminar entre dos modelos y hacer estimación tanto del vector de paráme-
tros como de las funciones no lineales de interés. Se consideran diferentes variantes
del criterio propuesto, dependiendo del enfoque usado para discriminar entre los dos
modelos considerados, y del enfoque usado para la estimación de las funciones no
lineales.
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Se considera el siguiente modelo de regresión no lineal general:

Yi = η(ti) + ǫi, ti ∈ χ,

donde las variables aleatorias ǫi son independientes, normalmente distribúıdas con
media cero y varianza constante σ2, χ ⊆ R compacto. La función η(t) puede ser una
de dos funciones parcialmente conocidas η1(t; Θ1) y η2(t; Θ2), donde Θ1 ∈ Ω1 ⊆ R

m1

y Θ2 ∈ Ω2 ⊆ R
m2 son los vectores de parámetros desconocidos.

El objetivo es proponer un criterio de optimalidad que permita encontrar diseños
óptimos, locales y/o promediados por una distribución a priori, con el fin de:

1. discriminar entre η1(t; Θ1) y η2(t; Θ2). Y dependiendo de la decisión; que el
diseño permita estimar en forma óptima:

2. Θ1 y H1j(Θ1), j = 1, . . . , nl y/o

3. Θ2 y H2j(Θ2), j = 1, . . . , nl,

donde nl es el número de funciones no lineales consideradas.

Sea Mi(ξ) =
∫

χ
fi(t; Θi)f

T
i (t; Θi)dξ(t) la matriz de información asociada al i-ésimo

modelo, con fi(t; Θi) = ∂ηi(t;Θi)
∂Θi

.

Defina las matrices Ki de orden mi × nl, (i = 1, 2), con la j-ésima columna de Ki,
denotada por Kj

i , el gradiente de Hij, es decir:

Kj
i =

∂Hij

∂Θi

, i = 1, 2, j = 1, . . . , nl.

Bajo condiciones de regularidad, Seber y Wild (1989), se tiene que la matriz de

varianzas-covarianzas asintótica de
[

Hi1(Θ̂i) . . . Hinl
(Θ̂i)

]T
es KT

i M
−
i (ξ)Ki, donde

Θ̂i es el estimador de mı́nimos cuadrados asociado al modelo i. Entonces se consideran
los siguientes criterios: L-optimalidad ó DKi

-optimalidad generalizado para el sis-
tema KT

i Θi, ambos conducen a la minimización ya sea de la suma de las nl varian-
zas asintóticas o del volumen del elipsoide asintótico de las nl-funciones no lineales,
respectivamente.

En adelante, los criterios de optimalidad cóncavos para discriminación y estimación
son denotados por:

φ1(ξ), para discriminación entre los dos modelos, bajo el supuesto de que el
modelo correcto es: η(t; Θ) = η1(t; Θ). Al final de la demostración del teorema
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de equivalencia se dá una generalización, sin necesidad de usar este supuesto
considerando un criterio compuesto entre los criterios resultantes usando uno u
otro modelo como correcto.

φ2(ξ) = |M1(ξ)|
1/m1 , φ3(ξ) = |M2(ξ)|

1/m2 , para estimación de Θ1 y Θ2 respectiva-
mente,

φ4(ξ), φ5(ξ), para la estimación de las nl-funciones no lineales en cada uno de
los modelos, usando ya sea η1 ó η2, respectivamente.

Un criterio razonable cuya finalidad sea discriminar entre los dos modelos y esti-
mar los parámetros y funciones no lineales no debe depender de la magnitud de los
criterios que entran en juego en la propuesta. Una forma de cumplir con este requeri-
miento es estandarizar los criterios mediante la eficiencia de los criterios individuales.
Luego, usar la media geométrica de estas eficiencias como una función apropiada para
combinar los distintos criterios a partir de ponderaciones adecuadas. Elegimos dar la
misma ponderación a los criterios asociados a la estimación, y otra ponderación al
criterio usado para la discriminación entre los dos modelos. Esto es, para α ∈ [0, 1]
se considera:

ψ(ξ) :=

[
φ1(ξ)

φ1(ξ∗1)

]α{
φ2(ξ)

φ2(ξ∗2)

φ3(ξ)

φ3(ξ∗3)

φ4(ξ)

φ4(ξ∗4)

φ5(ξ)

φ5(ξ∗5)

} 1−α
4

,

donde ξ∗j = arg máxξ φj(ξ), j = 1, . . . , 5.

Se pondera el criterio de discriminación por α, y se supone la misma ponderación
para cada una de las componentes asociadas a la estimación tanto de Θ como de
las nl funciones no lineales, 1−α

4
. Es posible tener en cuenta otras consideraciones

con respecto a las ponderaciones de los criterios. La ponderación usada se considera
razonable, impĺıcitamente cuando α > 0.2 el criterio de discriminación tiene mayor
importancia comparado con los criterios usados para las estimaciones de interés. En
cualquier caso la elección del valor de α dependerá de los intereses del investigador.
También se puede optar por un procedimiento de selección que conduzca a hallar el α
que maximice el producto de las eficiencias individuales, como por ejemplo lo propone
Atkinson (2008).

El criterio propuesto es un criterio de optimalidad cóncavo, luego su logaritmo tam-
bién lo es, y resulta en:

lnψ(ξ) = α log φ1(ξ) +
1 − α

4

{
1

m1

log |M1(ξ)| +
1

m2

log |M2(ξ)|

+ log φ4(ξ) + log φ5(ξ)} +R,
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con R una constante que no depende del diseño ξ. Luego, en general, el criterio de
optimalidad propuesto es:

φα(ξ; Θ) = α log φ1(ξ) +
1 − α

4

{
1

m1

log |M1(ξ)| +
1

m2

log |M2(ξ)|

+ log φ4(ξ) + log φ5(ξ)} , (4.1)

Por ejemplo, si inicialmente se considera L- optimalidad como criterio para estimar

las funciones no lineales, es decir: φi(ξ) =
{
Tr
(
KT

i M
−1
i (ξ)Ki

)}−1
, entonces el criterio

de optimalidad propuesto se reduce a:

φL
α(ξ; Θ) = α log φ1(ξ) +

1 − α

4

{
1

m1

log |M1(ξ)| +
1

m2

log |M2(ξ)|

− log
[
Tr
(
KT

1 M
−1
1 (ξ)K1

)]
− log

[
Tr
(
KT

2 M
−1
2 (ξ)K2

)]}
, (4.2)

donde ΘT =
(
ΘT

1 ,Θ
T
2

)
. Es claro que este criterio depende de: el valor de α, los criterios

usados para discriminación y estimación de las funciones no lineales y del vector de
parámetros Θ. Se denotará este criterio por: φL

α(ξ; Θ), donde el supeŕındice L indica
que se usó L-optimalidad para la estimación de las nl funciones no lineales en ambos
modelos. Si un diseño ξ maximiza el criterio definido en 4.2, entonces se dice que ξ
es DEFNSL

α -óptimo local, DEFNS, corresponde a las iniciales de: Discriminación
y Estimación de Funciones No lineales Simultáneamente.

Análogamente, un diseño ξ esDEFNSD
α -óptimo local si maximiza el criterio obtenido

al usar en la expresión (4.2) el criterio DKi
-optimalidad. Es decir,

φi(ξ) =
[
det
(
KT

i M
−1
i (ξ)Ki

)]−1/nl .

El criterio resultante es:

φD
α (ξ; Θ) = α log φ1(ξ) +

1 − α

4

{
1

m1

log |M1(ξ)| +
1

m2

log |M2(ξ)|

}

+
1 − α

4

{

−
1

nl

log
[
det
(
KT

1 M
−1
1 (ξ)K1

)]
−

1

nl

log
[
det
(
KT

2 M
−1
2 (ξ)K2

)]
}

,

A continuación se enuncia y demuestra el respectivo teorema de equivalencia asocia-
do a φ⊙

α (ξ; Θ), donde ⊙ es L ó D. Este teorema es útil para verificar si un diseño es
DEFNS⊙

α -óptimo local.
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Teorema 4.2.1. Un diseño ξ es DEFNSα-óptimo local si y sólo śı, ∀t ∈ χ,

D (t; ξ, α,Θ) = αd1 (t; ξ) +
1 − α

4

{
1

m1

fT
1 (t)M−1

1 f1(t) +
1

m2

fT
2 (t)M−1

2 f2(t)

+d4 (t; ξ) + d5 (t; ξ)} − 1 ≤ 0, (4.3)

donde d1 (t; ξ) = Ψ2(t;ξ)
∆2(ξ)

en el caso de T-optimalidad, ver sección 3.7.
Si se usa para la estimación de las funciones no lineales:
L-optimalidad entonces:

di (t; ξ) =
fT

j (t)M−1
j (ξ)KjK

T
j M

−1
j (ξ) fj(t)

Tr(KT
j M

−1
j (ξ)Kj)

, i = 4, 5; j = i− 3,

y si es DKi
-optimalidad:

di (t; ξ) =
fT

j (t)M−1
j (ξ)Kj

(
KT

j M
−1
j (ξ)Kj

)−1
KT

j M
−1
j (ξ) fj (t)

nl

, i = 4, 5; j = i−3.

Demostración:
La concavidad del criterio, φα(ξ; Θ), definido en la ecuación 4.2, se sigue del hecho que
es una combinación convexa de criterios cóncavos. Luego, como los criterios involu-
crados son diferenciables, entonces φα también lo es. Ahora aplicando las propiedades
de la derivada direccional vistas en la sección 3.4 se tiene:

D (t; ξ) = Φα (M(ξ);M(δt)) = αΦ1 (ξ; δt) +
1 − α

4
[Φ2 (ξ; δt)

+Φ3 (ξ; δt) + Φ4 (ξ; δt) + Φ5 (ξ; δt)] ,

donde:

Φ2 (ξ; δt) =
1

m1

(
fT

1 (t)M−1
1 (ξ)f1(t) −m1

)
, Φ3 (ξ; δt) =

1

m2

(
fT

2 (t)M−1
2 (ξ)f2(t) −m2

)
,

son las derivadas direccionales de los criterios, log |M1(ξ)|
1/m1 ; log |M2(ξ)|

1/m2 en la di-
rección del diseño δt (diseño que tiene su peso concentrado en t). Para L-optimalidad,
se tiene:

Φ4 (ξ; δt) = D4(t; ξ) =
fT

1 (t)M−1
1 (ξ)K1K

T
1 M

−1
1 f1(t) − Tr(KT

1 M
−1
1 (ξ)K1)

Tr(KT
1 M

−1
1 (ξ)K1)

= d4(t; ξ) − 1

Φ5 (ξ; δt) = D5(t; ξ) =
fT

2 (t)M−1
2 (ξ)K2K

T
2 M

−1
2 f2(t) − Tr(KT

2 M
−1
2 (ξ)K2)

Tr(KT
2 M

−1
2 (ξ)K2)

= d5(t; ξ) − 1,

representan las derivadas direccionales en la dirección del diseño δt de los criterios
log
[
Tr(KT

1 M
−1
1 (ξ)K1)

]
y log

[
Tr(KT

2 M
−1
2 (ξ)K2)

]
respectivamente.
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Para el caso de T-optimalidad, al aplicar la regla de la cadena, se encuentra la siguiente
derivada direccional de log ∆2(ξ):

Φ1 (ξ; δt) = D1(t; ξ) =
Ψ2(t; ξ) − ∆2(ξ)

∆2(ξ)
= d1(t; ξ) − 1.

Si se usa DKi
-optimalidad, es decir: φi(ξ) =

∣
∣KT

i−3M
−1
i−3Ki−3

∣
∣
−1/nl , i = 4, 5, se sigue

del Corolario 3.5.3, página 36:

Φ4 (ξ; δt) = D4(t; ξ) =
fT

1 (t)M−1
1 (ξ)K1

(
KT

1 M
−1
1 (ξ)K1

)−1
KT

1 M
−1
1 (ξ) f1 (t) − nl

nl

Φ5 (ξ; δt) = D5(t; ξ) =
fT

2 (t)M−1
2 (ξ)K2

(
KT

2 M
−1
2 (ξ)K2

)−1
KT

2 M
−1
2 (ξ) f2 (t) − nl

nl

,

en ambos casos, di(t; ξ) = Di(t; ξ) + 1, i = 4, 5.

Al substituir las respectivas expresiones y después de simplificar, se obtiene la expre-
sión del lado izquierdo de la ecuación 4.3, ya sea que se utilice L- o DKi

-optimalidad
para la estimación de las funciones no lineales. �

Observación 4.2.1. El criterio propuesto depende del modelo correcto en el caso de
T-optimalidad. Se puede generalizar el criterio, dando ponderaciones a los criterios
resultantes para discriminación, tanto cuando el primer modelo es el correcto, como
cuando el segundo modelo es el correcto. Además, se puede presentar en una forma
más general, suponiendo ponderaciones, no necesariamente iguales, para los criterios
asociados con estimación de los parámetros y de las funciones no lineales. Es decir,
el criterio se puede presentar de la siguiente forma:

Considerar el producto de las eficiencias individuales y al tomar el logaritmo se
obtiene:

[α11 log φ11(ξ) + α12 log φ12(ξ)] +

[
5∑

i=2

αi log φi(ξ)

]

+ r,

donde r resulta ser una constante que no depende de ξ, y α11+α12+
∑5

i=2 αi = 1.
Los primeros dos sumandos están relacionados con los criterios usados para
discriminar, el segundo ı́ndice indica el modelo que se asume correcto. El último
sumando contiene los criterios de optimalidad para estimar los parámetros (φ3

y φ5) y las funciones no lineales en cada uno de los modelos (φ2 y φ4).
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El criterio a considerar es:

φ(ξ) = [α11 log φ11(ξ) + α12 log φ12(ξ)] +

[
5∑

i=2

αi log φi(ξ)

]

.

Algunas simplificaciones:

• Ponderaciones iguales para los dos criterios de discriminación: β1 = α11 =
α12, igual ponderación para los criterios de estimación de los parámetros:
β2 = α3 = α5, e igual ponderación para los criterios de estimación de
las funciones no lineales: β3 = α2 = α4. De donde:

∑3
i=1 2βi = 1, luego,

β3 = 1−2β1−2β2

2
, y β1 + β2 ≤ 0.5. El criterio a considerar es:

φβ1,β2
(ξ) = β1 log (φ11(ξ)φ12(ξ)) + β2 log (φ2(ξ)φ4(ξ))

+
1 − 2β1 − 2β2

2
log (φ3(ξ)φ5(ξ)) .

• Si se supone igual ponderación para los dos criterios de discriminación e
igual ponderación para los criterios de estimación de los parámetros y de
las funciones no lineales, entonces se tiene: β1 = α11 = α12, β2 = α2 =
. . . = α5, siendo 2β1 + 4β2 = 1. Luego, β2 = 1−2β1

4
y β1 ≤ 0.5. El criterio

es:

φβ1
(ξ) = β1 log [φ11(ξ)φ12(ξ)] +

1 − 2β1

4
log

5∏

i=2

φi(ξ)

Observación 4.2.2. Los modelos usados en el ejemplo, sección 4.3, como ilustración
de esta propuesta son anidados, posibilitando el uso de otro criterio alternativo para
discriminación, Ds-optimalidad. En la sección 4.3.4 se expone este criterio más de-
talladamente usando el ejemplo de ilustración.

Observación 4.2.3. Si se conoce una distribución a priori para Θ, π, entonces el
criterio general dado por la expresión 4.1 se generaliza al considerar el promedio de
este criterio por alguna distribución a priori. Es decir, se considera como criterio de
optimalidad con respecto a la a priori π:

φπ(ξ;α) = Eπ [φα(ξ; Θ)] =

∫

φα(ξ; Θ)π (Θ) dΘ.

Si un diseño ξ maximiza el criterio anterior se dirá que ξ es DEFNSα,π- óptimo,
usando los respectivos supeŕındices para indicar el criterio usado para la estimación
de las funciones no lineales. En forma análoga, el respectivo teorema de equivalencia
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es el resultado de promediar la función de sensibilidad dada en el Teorema 4.2.1, y se
enuncia brevemente como sigue: ξ es DEFNSα,π óptimo si y solo śı para cada t ∈ χ:

Eπ [D (t; ξ, α,Θ)] ≤ 0.

A continuación se ilustra el criterio propuesto a partir de la construcción de dos
modelos estad́ısticos que provienen de un par de modelos de compartimientos de uso
frecuente en el área de farmacocinética.

4.3. Ejemplo ilustrativo de la propuesta

En esta sección se ilustra el criterio de optimalidad propuesto a partir del estudio de
dos modelos de compartimientos que tienen tasas de transferencia reversibles. La dife-
rencia entre los dos modelos de compartimientos es en un compartimiento, el cual es
factible que sea considerado o ignorado en el modelo estad́ıstico bajo estudio. Ambos
modelos de compartimientos son usados ampliamente en el área de farmacocinética
para el estudio de la cinética de un determinado medicamento, por ejemplo en Davis
et al (2007) usan el modelo de tres compartimientos para estudiar la cinética del
etodolac, anti-inflamatorio usado para control tanto ortopédico como del dolor ab-
dominal en caballos, cuando es administrado tanto por v́ıa oral como intravenosa con
una dosis única de 20mg/kg; mientras en Glen (2005)) referencia los resultados de
dos estudios hechos con dos modelos de compartimientos, uno con dos y el otro con
tres compartimientos, para el caso de administración intravenosa de dos anestésicos,
propofol y lidocaina, en ambos casos se administra una dosis de 1mg/kg.

En este contexto, se presenta, para cada uno de los modelos de compartimientos estu-
diados, la solución del respectivo sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Después de
la administración del medicamento v́ıa oral, el compartimiento central (representando
el plasma) se considera apropiado para la toma de muestras y en el modelo estad́ısti-
co sólo se tiene en cuenta la concentración del medicamento en aquel compartimiento.

El objetivo se traduce en hallar diseños óptimos que discriminen entre los modelos de
compartimientos considerados y que además estimen tanto las tasas de transferencia
entre los diferentes compartimientos y varias funciones no lineales de interés.

Antes de cumplir con el anterior objetivo, es importante estudiar los diseños ópti-
mos para cada uno de los modelos individualmente, y también encontrar los diseños
óptimos para la discriminación entre ambos modelos. Lo anterior se hace con el fin
de tener un panorama general de los diseños obtenidos individualmente. En varios de
los criterios de optimalidad, además de encontrar diseños óptimos locales, también
se estudian diseños óptimos promediados por diversas a prioris. Las distribuciones a
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prioris son definidas apropiadamente con el propósito de analizar la robustez de los
diseños con respecto a la especificación de los valores locales de los parámetros. Las
distribuciones a prioris consideradas se definen en la subsección 4.3.3, página 77 y en
la subsección 4.3.7, página 95.

Luego se analiza el criterio propuesto en la subsección 4.3.5, para el caso de obser-
vaciones independientes donde se supone que se tiene una muestra de n-individuos
que al tiempo t = 0 ingerieron el medicamento, el diseño óptimo que se obtenga pro-
porcionará los tiempos de muestreo y la respectiva proporción de individuos, win, a
quiénes se les tomará una muestra de sangre. Sólo se extrae una muestra por indivi-
duo en un tiempo dado, representando una ventaja del procedimiento anterior, pero
es válido si se tiene un gran número de individuos y la población es muy homogénea
con respecto a diferentes covariables que afectan la cinética del medicamento bajo
estudio. En contraste, en el Caṕıtulo 5 se muestra un trabajo inicial con el supuesto
de correlación entre las observaciones, siendo este un caso más realista, donde se tiene
un solo individuo a quién se le hacen varias tomas de sangre en diferentes tiempos.

4.3.1. Modelo de cuatro compartimientos

A

B C D

θ1

θ4

θ5

θ6

θ2

θ3

Figura 4.1: Modelo esquemático de cuatro compartimientos

A continuación, el interés va a estar orientado al estudio de uno de tales modelos,
resultado de un modelo de cuatro compartimientos y con tasas de transferencia re-
versibles, ver Figura 4.1. El compartimiento C se considera como el compartimiento
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central y los demás son llamados compartimientos periféricos. El objetivo de esta
subsección es encontrar los diseños óptimos para estimar en forma óptima el vec-
tor de parámetros, formado por las tasas de transferencia entre los compartimientos.
Además se hallarán diseños óptimos para la estimación de las caracteŕısticas de in-
terés asociadas con el compartimiento central, C. Las caracteŕısticas de interés se
listan más adelante.

En esta subsección el vector de las tasas de transferencia se denota por ΘT =
(θ1, θ2, . . . , θ6), con θi > 0, i = 1, . . . , 6. Los parámetros θ1 y θ6 son conocidos co-
mo las tasas de absorción y eliminación, respectivamente. Además se usa ηC(t; Θ)
para representar la concentración de medicamento en el compartimiento C al tiempo
t.

Usando el supuesto de cinética de primer orden, el modelo de compartimientos bajo
estudio tiene asociado el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dηA(t; Θ)

dt
= −θ1ηA(t; Θ)

dηB(t; Θ)

dt
= θ4ηC(t; Θ) − θ5ηB(t; Θ)

dηC(t; Θ)

dt
= θ1ηA(t; Θ) − (θ2 + θ4 + θ6)ηC(t; Θ) + θ5ηB(t; Θ) + θ3ηD(t; Θ)

dηD(t; Θ)

dt
= θ2ηC(t; Θ) − θ3ηD(t; Θ).

Con las siguientes condiciones iniciales: ηA(0; Θ) = A0, concentración inicial en el
compartimiento de administración y ηD(0; Θ) = ηB(0; Θ) = ηC(0; Θ) = 0, se usa el
método dado en la sección 2.3.1, para encontrar expĺıcitamente la solución del sistema
anterior:

ηA(t; Θ) = A0e
−θ1t

ηB(t; Θ) = A0θ1

[
g1 (Θ) e−θ1t + g2 (Θ) eλ1t + g3 (Θ) eλ2t + g4 (Θ) eλ3t

]

ηC(t; Θ) = θ1A0

[
h1 (Θ) e−θ1t + h2 (Θ) eλ1t + h3 (Θ) eλ2t + h4 (Θ) eλ3t

]
(4.4)

ηD(t; Θ) = A0θ1

[
s1 (Θ) e−θ1t + s2 (Θ) eλ1t + s3 (Θ) eλ2t + s4 (Θ) eλ3t

]
,

donde:

1. λi, i = 1, 2, 3 son las soluciones de la ecuación cúbica:

λ3 +λ2 (θ2 + θ3 + θ4 + θ5 + θ6)+λ ((θ2 + θ3 + θ6) θ5 + (θ4 + θ6) θ3)+θ3θ5θ6 = 0,

por tanto las λi, i = 1, 2, 3, satisfacen las siguientes relaciones:
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a) −
∑3

i=1 λi =
∑6

i=2 θi

b) λ3(λ1 + λ2) + λ1λ2 = (θ2 + θ3 + θ6)θ5 + θ3(θ4 + θ6)

c) −λ1λ2λ3 = θ3θ5θ6.

Para valores razonables de las tasas de transferencia, θi > 0, se ha mostrado
con simulación, que las tres soluciones anteriores son reales y además negativas.

2. Las funciones hi(Θ), i = 1, . . . , 4, están dadas por las siguientes expresiones:

h2(Θ) =
(λ1 + θ3) (λ1 + θ5)

(λ3 − λ1) (λ2 − λ1) (λ1 + θ1)

h3(Θ) = −
(λ2 + θ3) (λ2 + θ5)

(λ1 − λ2) (λ2 − λ3) (λ2 + θ1)

h4(Θ) =
(λ3 + θ3) (λ3 + θ5)

(λ2 − λ3) (λ1 − λ3) (λ3 + θ1)

h1(Θ) = −h2(Θ) − h3(Θ) − h4(Θ).

Las otras funciones, gi(Θ), si(Θ), i = 1, 2, 3, 4, son funciones de Θ, en lo que sigue no
se usan y por brevedad las expresiones expĺıcitas de estas funciones no se consideran.

El modelo estad́ıstico, que describe la concentración en el compartimiento C, está for-
mado por una componente determińıstica, ηC(t; Θ) y una componente aleatoria, es
decir:

Y (ti; Θ) = ηC(ti; Θ) + ǫi, i = 1, . . . , N, ti ∈ [0, t∞], (4.5)

donde ǫi son variables aleatorias normales con media cero y varianza constante σ2, y
la expresión para ηC(ti; Θ) está dada en la ecuación (4.4). El śımbolo t∞ denota el
tiempo para el cual es razonable suponer que la concentración es cercana a cero. En
adelante el modelo dado por la ecuación 4.5 se llamará modelo I, y el intervalo [0, t∞]
se denotará por χ
La matriz de información asociada con el modelo I, ecuación 4.5, es:

M(ξ; Θ) =

∫

χ

f(t; Θ)fT (t; Θ)dξ(t),

donde χ, y f(t; Θ) es el gradiente de la función ηC(t; Θ), y ξ es un diseño con s-puntos
de soporte, representado por:

ξ =

[
t1 . . . ts
w1 . . . ws

]

,
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siendo wi = ξ(ti), donde
∑

iwi = 1, y ti ∈ χ.

Para estimar en forma óptima a Θ, se usa el criterio del determinante. Debido a que la
matriz de información depende de Θ, se hallan diseños óptimos locales para un valor
a priori de Θ, Θ0. El valor de Θ0 lo elige el experimentador a partir de su experiencia,
estimación de experimentos previos. Se busca el diseño ξ que maximiza |M(ξ; Θ0)|

1/6

o equivalentemente, aquel diseño que maximiza log |M(ξ,Θ0)|. En la siguiente sección
se construyen estos diseños.

Diseños D-óptimos locales

Como ilustración se tomó el siguiente valor local para Θ:

ΘT
0 =

(
0.30, 0.20, 0.15, 0.05, 0.08, 0.25

)
.

seleccionado al azar entre diferentes posibilidades. Además, se consideró el valor de
A0 fijo, A0 = 4.

En la Figura 4.2 se muestra la curva para la concentración en el compartimiento C,
con el valor Θ0, A0 = 4.

0 20 40 60 80

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

t

η C

Figura 4.2: Concentración en el compartimiento C para el valor local de Θ, Θ0.
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Θ Diseño óptimo (ξ) Valor óptimo (|M(ξ)|)1/6

Θ0

[
1.0865 3.8216 9.0540 18.5385 35.5952 67.8752
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

]

0.0316

Tabla 4.1: Diseño D-óptimo local, modelo I.

A partir de este gráfico se ve razonable considerar t∞ = 100.

El diseño óptimo se halla numéricamente implementando el algoritmo dado en el
Apéndice A, adaptado para D-optimalidad. El diseño resultante se muestra en la
Tabla 4.1. El diseño permite estimar Θ en forma óptima, si se toman observaciones
en los siguientes tiempos: 1.08, 3.82, 9.05, 18.54, 35.60 y en 67.88.

Con el teorema de equivalencia de Kiefer y Wolfowitz (1960), gráficamente se verifica
que en efecto el diseño obtenido es D-óptimo local, ver la Figura 4.3. Se observa que
para cualquier t ∈ [0, 100]:

fT (t; Θ0)M
−1(ξ; Θ0)f(t; Θ0) − 6 ≤ 0,

y además en los puntos de soporte del diseño óptimo la función de sensibilidad o
varianza es cero.
En la siguiente sección se encuentran los diseños óptimos para la estimación de las
funciones no lineales de interés.

Diseños L-óptimos locales

En esta sección se muestran los diseños L-óptimos locales obtenidos para estimar
diversas caracteŕısticas de interés, tales como: el área bajo la curva de concentración,
el tiempo para la concentración máxima, la concentración máxima. Además de las
cantidades de interés mencionadas antes se consideró relevante estimar el primer
tiempo, T0.5, donde se alcanza un 50 % de la concentración máxima, es decir,

ηC(T0.5; Θ0) = 0.50ηC(tmáx; Θ0).

Cada una de las cantidades anteriores son funciones no lineales de Θ. También, en
esta sección, se consideró pertinente la estimación de dos cantidades lineales: La
diferencia entre las tasas reversibles: θ4 − θ5 y la tasa de absorción θ1. Inicialmente se
halla un diseño L-óptimo local, tomando como valor a priori el valor de Θ0 dado en
la subsección previa. Es decir, se necesita un diseño ξ que minimice:

Tr
{
KT (Θ0)M

−1 (ξ; Θ0)K(Θ0)
}
,
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0 20 40 60 80
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−1.0
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D(
t, ξ

)

Figura 4.3: Función de varianza para D-optimalidad local, modelo I.
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o equivalentemente, maximice:

{
Tr
[
KT (Θ0)M

−1 (ξ; Θ0)K(Θ0)
]}−1

,

o en forma equivalente si maximiza:

− log
{
Tr
[
KT (Θ0)M

−1 (ξ; Θ0)K(Θ0)
]}
,

donde las columnas de K contienen los gradientes de las cantidades que se desean
estimar:

K = [∇H1(Θ0) ∇H2(Θ0) ∇H3(Θ0) ∇H4(Θ0) ∇H5(Θ0) ∇H6(Θ0)] ,

donde:

H1(Θ0) =Area =
∫∞
0
ηC(t; Θ0)dt = A0

θ6
.

H2(Θ0) = tmáx, tiempo para la concentración máxima.

H3(Θ0) = ηC(tmáx; Θ0), concentración máxima.

H4(Θ0) = T0.50, primer tiempo para alcanzar un 50 % de la concentración máxi-
ma.

H5(Θ0) = θ4 − θ5.

H6(Θ0) = θ1.

En el Apéndice B.1 se dan las expresiones expĺıcitas de los gradientes para cada una
de las funciones anteriores.

Numéricamente se encuentra el diseño L-óptimo local para estimar las caracteŕısticas
de interés. El diseño obtenido da como tiempos de muestreo aproximados: 0.74, 3.57,
8.99, 19.03, 42.31, 72.13, en las unidades apropiadas ( horas, minutos ), con frecuencias
respectivas: 0.0467, 0.0548, 0.07604, 0.1677, 0.2261, 0.4287. Por ejemplo, para una
muestra de tamaño n, aproximadamente el 5 % de las observaciones se toma en el
primer tiempo, 0.73, aumentando el porcentaje a medida que se consideran tiempos
de muestreo más grandes. En la sección 5.2 se muestra un procedimiento de redondeo
eficiente para diseños aproximados, da el número de observaciones para cada tiempo
óptimo de muestreo.

Se verifica gráficamente que el diseño obtenido, ξ, es L-óptimo local, observe que para
cualquier t ∈ [0, 100] se cumple que:

fT (t; Θ0)M
−1(ξ; Θ0)K(Θ0)K

T (Θ0)M
−1(ξ; Θ0)f(t; Θ0)−Tr

(
KT (Θ0)M

−1(ξ; Θ0)K(Θ0)
)
≤ 0,

además, la función anterior se hace cero en los puntos de soporte del diseño óptimo.
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Θ Diseño óptimo (ξ)
{
Tr
(
KTM−1(ξ)K

)}−1

Θ0

[
0.7395 3.5663 8.9894 19.0320 42.3118 72.1318
0.0467 0.0548 0.0760 0.1677 0.2261 0.4287

]

4.766 × 10−5

Tabla 4.2: Diseños L-óptimos locales, modelo I.
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Figura 4.4: Función de varianza para L-optimalidad local, modelo I.
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4.3.2. Modelo de tres compartimientos

En esta sección se estudia un modelo de tres compartimientos como alternativa al
modelo estudiado en la sección anterior, difiere por la no presencia de uno de los
compartimientos periféricos, ver Figura 4.5. A continuación, igual al modelo de cua-
tro compartimientos, se encuentra la expresión de la concentración del medicamento
en el compartimiento central. Luego se hallan los diseños D y L-óptimos locales para
estimar B, vector de tasas de transferencia asociada al modelo bajo estudio, y esti-
mación de funciones no lineales, respectivamente.

A

B C

β1

β2

β3

β4

Figura 4.5: Modelo esquemático para tres compartimientos

En esta sección, el vector de las tasas de transferencia es denotado por: B
T =

(
β1, β2, β3, β4

)
. En forma análoga a lo hecho para el modelo anterior, con cinética

de primer orden, se halla el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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asociado con la Figura 4.5:

dηA (t; B)

dt
= −β1ηA(t; B)

dηC (t; B)

dt
= β1ηA(t; B) + β3ηB(t; B) − (β4 + β2)ηC (t; B)

dηB (t; B)

dt
= β2ηC (t; B) − β3ηB (t; B) .

Con las condiciones iniciales: ηA(0; B) = A0 y ηB(0; B) = ηC(0; B) = 0, en la sección
2.3.1 se mostró la solución del sistema anterior dada por:

ηA (t; B) = A0e
−β1t

ηB (t; B) = q1 (B) e−β1t + q2 (B) eλ1t + q3 (B) eλ2t

ηC (t; B) =
A0β1

λ1 − λ2

[
r1 (B) e−β1t + r2 (B) eλ1t + r3 (B) eλ2t

]
,

donde:

1. las funciones λi = λi (B) , i = 1, 2, son soluciones de la ecuación cuadrática:

λ2 + λ (β2 + β3 + β4) + β3β4 = 0,

y por tanto satisfacen las siguientes relaciones:

a) λ1λ2 = β3β4.

b) λ1 + λ2 = −(β2 + β3 + β4).

c) Se cumple que λ1 y λ2 son ráıces negativas y distintas, para βi > 0 y
diferentes.

2. Las funciones ri (B), i = 1, 2, 3 están dadas por:

r2 (B) =
λ1 + β3

β1 + λ1

r3 (B) = −
λ2 + β3

β1 + λ2

r1 (B) = −(r2 (B) + r3 (B)).

Las funciones qi (B) , i = 1, 2, 3, son funciones no lineales de B. Por brevedad no
se dan las expresiones expĺıcitas.
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De manera análoga, el modelo estad́ıstico, que describe la concentración en el comparti-
miento C, es:

Y (ti; B) = ηC(ti; B) + ǫi, i = 1, . . . , N.

=
A0β1

λ1 − λ2

[
r1 (B) e−β1t + r2 (B) eλ1t + r3 (B) eλ2t

]
+ ǫ, (4.6)

donde las ǫi cumplen los mismos supuestos de 4.5. En adelante, este modelo se lla-
mará modelo II.

La matriz de información asociada con el modelo 4.6, se expresa como:

M(ξ; B) =

∫

χ

w(t; B)wT (t; B)dξ(t),

donde w(t; B) es el gradiente de ηC (t; B), ver Apéndice B.3, y χ = [0, t∞].

Diseños D-óptimos locales

Se usa el criterio del determinante para estimar las tasas de transferencia asociadas
con el modelo 4.6. En este caso, un diseño ξ es D-óptimo si y solo śı maximiza
|M(ξ; B0)|

1/4 equivalentemente si maximiza:

log |M(ξ; B0)| ,

donde B0 es un valor a priori de B.
Con propósitos ilustrativos se tomó el siguiente valor local de B,

B
T
0 =

(
0.40, 0.28, 0.10, 0.30

)
,

y se dejó el valor de A0 fijo en 4.0.

En la figura 4.6 se muestra la curva de concentración para el compartimiento C.
En la Tabla 4.3 se exhibe el diseño D-óptimo local para la estimación del vector B.
Con este diseño los tiempos de muestreo son 1.15, 4.14, 11.07 y 33.70, con la misma
frecuencia de observaciones en cada uno de ellos.
En la Figura 4.7 se verifica la D-optimalidad del diseño obtenido, es decir, para
cualquier t ∈ [0, 100] se tiene que: wT (t; B0)M

−1(ξ; B0)w(t; B0) − 4 ≤ 0.

Diseños L-óptimos locales

Con el fin de ilustrar la construcción de los diseños L -óptimos locales para el modelo
en consideración, se consideró el mismo valor local usado para los diseños D-óptimos.
El objetivo es encontrar diseños L-óptimos locales que permitan estimar en forma
óptima:
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Figura 4.6: Concentración en el compartimiento C para el valor local B0, A0 = 4.0.

B Diseño óptimo (ξ) Valor óptimo |M(ξ)|1/4

B0

[
1.1443 4.1087 11.0067 33.6269
0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

]

0.402

Tabla 4.3: Diseño D-óptimo local, modelo II.
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Figura 4.7: Función de varianza para D-optimalidad local, modelo II.

1. G1(B) =
∫∞

0
ηC(t; B)dt = A0

β4
, área bajo la curva de concentración,

2. G2(B) = tmáx, tiempo para la concentración máxima,

3. G3(B) = ηC(tmáx; B), concentración máxima,

4. G4(B) = T0.5, primer tiempo donde la concentración alcanza el 50 % de la
concentración máxima.

En el Apéndice B.3 se encuentran los respectivos gradientes para las funciones no
lineales, Gi(B). Se eligió L-optimalidad como un criterio apropiado para estimar en
forma conjunta las cantidades anteriores, también se puede usar DK-optimalidad,
pero en este caso coinciden ambos diseños usando los criterios D y L-optimalidad. El
diseño L-óptimo local para B0 se halla tal que minimiza:

Tr
[
KT (B0)M

−1 (ξ; B0)K(B0)
]
,

o equivalentemente maximiza:
{
Tr
[
KT (B0)M

−1 (ξ; B0)K(B0)
]}−1

,

donde las columnas de la matriz K son los gradientes de las cantidades que se desean
estimar:

K = [∇G1(B0) ∇G2(B0) ∇G3(B0) ∇G4(B0)] .
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B Diseño óptimo (ξ) Valor óptimo
{
Tr
(
KTM−1(ξ)K

)}−1

B0

[
0.9848 4.2209 13.1466 30.2916
0.0286 0.1079 0.0087 0.8548

]

4597.238

Tabla 4.4: Diseño L-óptimo local, modelo II.

Numéricamente se encuentra el diseño L-óptimo local, ver Tabla 4.4. En la Figura
4.8 se verifica que en efecto el diseño obtenido es L-óptimo local, es decir, se muestra
que para cualquier t ∈ [0, 100] se cumple que:

wT (t; B0)M
−1(ξ; B0)K(B0)K

T (B0)M
−1(ξ; B0)w(t; B0)−Tr

(
KT (B0)M

−1(ξ; B0)K(B0)
)
≤ 0,

y además, la función anterior es cero en los puntos de soporte del diseño óptimo.

0 20 40 60 80 100

−4000

−3000

−2000

−1000

0

t

D(t
, ξ

)

Figura 4.8: Función de varianza para L-optimalidad local, modelo II.

En la siguiente sección se definen diferentes distribuciones a priori que vaŕıan alrede-
dor del valor local. Se usan con el fin de analizar la robustez de los diseños óptimos
frente a variaciones en los parámetros locales individuales.
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4.3.3. Diseños óptimos promediados por una distribución a
priori

Esta clase de diseños son una alternativa de solución para el problema de especi-
ficación del valor local para Θ ∈ R

m. En este caso se necesita especificar una dis-
tribución a priori para el vector de parámetros, denotada por π(Θ), y se considera
como criterio de optimalidad, el promedio del respectivo criterio de optimalidad con
respecto a la distribución a priori considerada. Luego se halla el diseño que minimice
dicho criterio. Se hizo un primer trabajo con las distribuciones a prioris definidas en la
subsección 4.3.3 ver López y Ramos (2007b) usando otro modelo de compartimientos.

Para el modelo I, se analizan los siguientes criterios:

1. El diseño ξ∗ es un diseño D-óptimo promediado por la distribución a priori π,
abreviado por Dπ-óptimo si:

ξ∗ = arg mı́n
ξ

Eπ [− log |M(ξ; Θ)|]

= arg mı́n
ξ

∫

− log |M(ξ; Θ)| π(Θ)dΘ

De nuevo, al aplicar el teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene: ξ∗ es un diseño Dπ-óptimo si y sólo śı:

∀t ∈ [0, t∞] Eπ

[
fT (t; Θ)M−1 (ξ; Θ) f (t; Θ)

]
−m ≤ 0;

donde m es el número de componentes del vector Θ.

2. El diseño ξ∗ es un diseño L-óptimo promediado por la distribución a priori π,
abreviado por Lπ-óptimo, si:

ξ∗ = arg mı́n
ξ

Eπ

[
Tr
(
KT (Θ)M−1(ξ; Θ)K(Θ)

)]

= arg mı́n
ξ

∫

Tr
(
KT (Θ)M−1(ξ; Θ)K(Θ)

)
π(Θ)dΘ

Al aplicar el respectivo teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene que: ξ∗ es un diseño Lπ-óptimo si y sólo śı:

∀t ∈ [0, t∞] Eπ

[
fT (t)M−1(ξ∗)KKTM−1(ξ∗)f(t) − Tr

(
KTM−1(ξ∗)K

)]
≤ 0.
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3. El diseño ξ∗ es un diseño log L-óptimo promediado por la distribución a priori
π, abreviado por log Lπ-óptimo, si:

ξ∗ = arg mı́n
ξ

Eπ

[
log
(
Tr
(
KT (Θ)M−1(ξ; Θ)K(Θ)

))]

= arg mı́n
ξ

∫

log
(
Tr
(
KT (Θ)M−1(ξ; Θ)K(Θ)

))
π(Θ)dΘ

Al aplicar el respectivo teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene que: ξ∗ es un diseño log Lπ-óptimo si y sólo śı:

∀t ∈ [0, t∞] Eπ

[
fT (t)M−(ξ∗)KKTM−1(ξ∗)f(t)

Tr (KTM−(ξ∗)K)
− 1

]

≤ 0.

Se observa que hay al menos dos posibles criterios de optimalidad para L-optimalidad
usando distribuciones a prioris, y como se vé más adelante los diseños resultantes son
diferentes. Lo anterior es debido a la no equivalencia de ambos criterios.

Definición de las distribuciones a prioris

Con el fin de analizar el efecto que tiene la distribución a priori en el diseño ópti-
mo, para los criterios dados en la sección anterior, se consideran tres familias de
distribuciones a prioris. Aquellas familias son un subconjunto de todas las distribu-
ciones discretas uniformes definidas en algún subconjunto apropiado de R

m. Todas las
familias se supone que vaŕıan alrededor de algún valor local de Θ, ΘT

0 = (θ01, . . . , θ0m).

1. Distribuciones a prioris simétricas, denotada por S(δ). El soporte de cualquier
distribución de esta familia contiene a Θ0 y todas las combinaciones definidas
en el conjunto:

ΩIδ =
{
ΘT = (θ1, . . . , θm) ∈ R

m : θi = (1 + δ)θ0i ó θi = (1 − δ)θ0i

}
.

2. Distribuciones a prioris asimétricas a la izquierda, denotada por LA(δ). El
soporte de cualquier distribución de esta familia contiene Θ = (1 − δ/2)Θ0

y todas las combinaciones definidas en el conjunto:

ΩIIδ = {Θ0} ∪
{
ΘT = (θ1, . . . , θm) ∈ R

m : θi = (1 − δ)θ0i

}
.

3. Distribuciones a prioris asimétricas a la derecha, denotada porRA(δ). El soporte
de esta familia contiene Θ = (1 + δ/2)Θ0 y todas las combinaciones definidas
sobre:

ΩIIIδ = {Θ0} ∪
{
ΘT = (θ1, . . . , θm) ∈ R

m : θi ∈ (1 + δ)θ0i

}
.
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En lo que sigue, una distribución a priori cuyo soporte sea ΩIδ ó ΩIIδ ó ΩIIIδ será de-
notada por Sπδ, LAπδ o RAπδ, respectivamente.

Intuitivamente en cada una de las familias de distribuciones a prioris definidas antes
se están considerando tres casos: El caso donde me equivoco en la especificación del
valor Θ0 considerando valores posibles para Θ más grandes y más pequeños que las
componentes de Θ0. El error cometido estaŕıa reflejado en el valor de δ.

En el primero, distribuciones a prioris simétricas, se tiene en cuenta un margen
δ de error alrededor del valor local Θ0, y luego se consideran las diferentes
alternativas para posibles valores de Θ, ya sea que la respectiva componente de
Θ0 quede fija o tome un valor más grande o más pequeño de ésta. En la práctica
este seŕıa el caso más común.

En el segundo, distribuciones a prioris asimétricas a la izquierda, se consideran
los casos donde los valores de Θ estuvieran por debajo del valor local, valores
más pequeños, por una cantidad de (1 − δ). Es decir, con estas distribuciones
se hallaŕıan diseños óptimos para una distribución a priori cuyo soporte son
diferentes valores de Θ que están por debajo del valor local Θ0. En este caso Θ0

se considera una sobreestimación de Θ.

En el tercero, distribuciones a prioris asimétricas a la derecha. Este caso es lo
contrario del anterior, se tienen distribuciones a prioris con puntos de soporte
valores del vector de parámetros Θ que están relativamente por encima, más
grandes, del valor local Θ0. En este caso Θ0 es una subestimación de Θ.

Ejemplo ilustrativo usando distribuciones a prioris

Para el modelo I, dado por la ecuación 4.5, se hallan los diseños Dπ y Lπ-ópti-
mos promediados por la distribución a priori π, siendo π una distribución a priori
simétrica, asimétrica a la izquierda ó asimétrica a la derecha. Los valores para δ
considerados fueron: {0.05, 0.10, 0.15}. Además, con propósitos ilustrativos y com-
parativos, se tomó el mismo valor local para Θ, ΘT

0 = (0.30, 0.20, 0.15, 0.05, 0.08, 0.25).

De manera análoga a los diseños L y D-óptimos se implementó el algoritmo del
Apéndice A para φπ-optimalidad. Los diseños óptimos obtenidos se encuentran en
la Tabla 4.5.
Además, en las Figuras 4.9 y 4.12 se muestran los gráficos de las funciones de las
varianzas (sensibilidad), para cada una de las distribuciones a prioris consideradas y
para los tres criterios de optimalidad Dπ, Lπ y log Lπ.
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Algunos comentarios acerca de los gráficos

Se observa que los diseños Dπ-óptimos tienen el mismo peso en las diferentes distribu-
ciones a prioris consideradas. Además, en las distribuciones simétricas y asimétricas
a la izquierda existe una tendencia creciente en la magnitud de los puntos de soporte
con respecto a δ, ocurre lo contrario en las distribuciones a prioris asimétricas a la
derecha, siendo razonable tener que muestrear en tiempos más cortos cuando las tasas
de transferencia, en general, toman valores más altos, ver Figura 4.10.

En los diseños Lπ-óptimos se observa una tendencia creciente en los pesos de cada
uno de los diseños, proporcionando pesos pequeños, menos del 10 %, hasta el tercer
tiempo de muestreo, y luego pesos que se van incrementando hasta un 43 %, aproxi-
madamente. También se resalta un comportamiento análogo a los diseños Dπ-óptimos
con respecto a los puntos de puntos, es decir, hay un relativo crecimiento de la mag-
nitud de los puntos de soporte con respecto a δ en las distribuciones simétricas y
asimétricas a la izquuierda, y un decrecimiento en las distribuciones asimétricas a
la derecha, ver Figura 4.10. Las mismas anotaciones son válidas para el caso de los
diseños log Lπ-óptimos dados en la Figura 4.11 y Tabla 4.6.
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Distribución a priori Diseño óptimo Valor óptimo

DSπ0.05

1.0809 3.8389 9.0319 18.4800 35.7158 67.8997
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

20.79

DSπ0.10

1.0810 3.8405 9.0414 18.5137 35.8037 68.1334
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

21.01

DSπ0.15

1.0812 3.8432 9.0575 18.5703 35.9523 68.5291
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

21.40

DLAπ0.05

1.1087 3.9370 9.2610 18.9454 36.6096 69.5823
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

20.44

DLAπ0.10

1.1379 4.0411 9.5076 19.4539 37.5989 71.4821
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

20.18

DLAπ0.15

1.1686 4.1511 9.7698 19.9981 38.6632 73.5419
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

19.97

DRAπ0.05

1.0546 3.7449 8.8092 18.0209 34.8230 66.1862
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

21.03

DRAπ0.10

1.0295 3.6561 8.6015 17.5990 34.0125 64.6595
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

21.37

DRAπ0.15

1.0056 3.5716 8.4045 17.2005 33.2497 63.2309
0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

21.72

LSπ0.05

0.7201 3.5444 9.0325 19.1103 41.9188 73.8642
0.0493 0.0544 0.0809 0.1643 0.2319 0.4192

24.98 × 103

LSπ0.10

0.6809 3.4932 9.0195 19.1882 40.6821 77.7939
0.0578 0.0565 0.0928 0.1618 0.2356 0.3955

48.80 × 103

LSπ0.15

0.6610 3.4775 8.9645 19.1316 39.2367 80.7581
0.0669 0.0623 0.1034 0.1674 0.2290 0.3710

21.51 × 104

LLAπ0.05

0.7587 3.6664 9.2460 19.5311 43.3292 74.0924
0.0465 0.0546 0.0758 0.1672 0.2253 0.4306

22.14 × 103

LLAπ0.10

0.7681 3.7509 9.5131 20.1118 44.2231 77.1947
0.0478 0.0541 0.0784 0.1645 0.2285 0.4267

25.75 × 103

LLAπ0.15

0.7666 3.8227 9.7850 20.7340 44.8797 81.4020
0.0512 0.0542 0.0836 0.1610 0.2326 0.4174

34.40 × 103

LRAπ0.05

0.7104 3.4658 8.7950 18.5925 41.1184 71.1356
0.0481 0.0547 0.0788 0.1664 0.2300 0.4220

21.64 × 103

LRAπ0.10

0.6776 3.3597 8.5964 18.2034 39.8251 70.8355
0.0508 0.0547 0.0833 0.1643 0.2349 0.4120

24.44 × 103

LRAπ0.15

0.6443 3.2576 8.3943 17.8225 38.4039 70.8799
0.0546 0.0555 0.0890 0.1631 0.2377 0.4001

30.75 × 103

Tabla 4.5: Diseños Dπ y Lπ-óptimos con las distribuciones a prioris, modelo I.
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Figura 4.9: Función de varianza conjunto para Dπ y Lπ-optimalidad, modelo I.
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Figura 4.10: Comparación de los puntos de soporte para los diseños Dπ y Lπ-óptimos,
modelo I.
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Figura 4.11: Gráfico conjunto tanto de los puntos de soporte (t) junto con el peso:
proporcional al radio del ćırculo, para los diseños log Lπ-óptimos, modelo I.
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Distribución a priori Diseño óptimo Valor óptimo

log LSπ0.05

0.7360 3.5705 9.0308 19.0758 42.1434 72.7289
0.0471 0.0544 0.0771 0.1660 0.2268 0.4286

10.27

log LSπ0.10

0.7363 3.5861 9.0996 19.2022 41.9587 73.8947
0.0479 0.0540 0.0782 0.1629 0.2263 0.4307

10.36

log LSπ0.15

0.7450 3.6245 9.2077 19.3879 41.9497 75.1092
0.0480 0.0538 0.0782 0.1603 0.2237 0.4360

10.84

log LLAπ0.05

0.7629 3.6733 9.2425 19.5184 43.3709 73.7947
0.0460 0.0546 0.0749 0.1678 0.2237 0.4331

9.99

log LLAπ0.10

0.7866 3.7818 9.5076 20.0708 44.4411 75.9640
0.0457 0.0543 0.0744 0.1667 0.2223 0.4365

10.09

log LLAπ0.15

0.8110 3.8988 9.8054 20.6883 45.5517 78.5964
0.0457 0.0539 0.0743 0.1649 0.2216 0.4396

10.25

log LRAπ0.05

0.7141 3.4717 8.7929 18.5819 41.1650 70.8581
0.0476 0.0547 0.0778 0.1669 0.2286 0.4244

9.97

log LRAπ0.10

0.6913 3.3816 8.5977 18.1746 40.0540 69.7923
0.0486 0.0546 0.0797 0.1657 0.2306 0.4209

10.03

log LRAπ0.15

0.6714 3.3009 8.4178 17.7943 38.9938 68.7663
0.0495 0.0546 0.0812 0.1644 0.2315 0.4187

10.14

Tabla 4.6: Diseños log Lπ-óptimos con diferentes distribuciones a prioris, modelo I.
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Figura 4.12: Función de varianza conjunto para los diseños log Lπ-óptimos, modelo I.
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Θ Diseño óptimo (ξT ) Valor óptimo ∆2(ξT )

Θ1

[
0.706 3.798 10.262 24.165 61.022
0.075 0.065 0.139 0.248 0.473

]

2.92 × 10−6

Tabla 4.7: Diseños T-óptimos locales usando el valor local Θ1 = Θ0.

4.3.4. Diseños óptimos para discriminar entre ambos modelos

Diseños T-óptimos Locales

Si en el modelo de cuatro compartimientos se hace θ2 = θ3 = 0, se muestra fácil-
mente, que la función determińıstica del modelo I se reduce a la función respectiva en
el modelo II, obtenido al considerar el modelo de tres compartimientos. Se concluye
que ambos modelos están anidados. En esta sección y las siguientes, con el fin de
evitar confusiones, se usa Θ1 y Θ2, como los vectores de parámetros asociados a los
modelos I y II, respectivamente; mientras η1(t; Θ1) y η2(t; Θ2), denotan las funciones
determińısticas halladas para la concentración en el compartimiento central en ambos
modelos.

El primer modelo, el modelo de seis parámetros, se asume como el modelo verdadero,
es decir, ηt(t; Θ) = η1(t; Θ1), donde se considera como valor local para el vector de
parámetros ΘT = ΘT

1 = (0.30, 0.10, 0.06, 0.04, 0.08, 0.20).

A continuación se halla un diseño T-óptimo local que permite discriminar entre ambos
modelos, es decir, se encuentra el diseño ξT tal que maximiza:

∆2(ξ) = mı́n
Θ2

∫

χ

{ηT (t; Θ1) − ηC(t; Θ2)}
2 dξ(t) (4.7)

En la Tabla 4.7 se muestra el diseño T-óptimo local hallado mediante la imple-
mentación del respectivo algoritmo, dado en el Apéndice A.2. Se usa el respectivo
teorema de equivalencia y se verifica, con ayuda de la Figura 4.13, que en efecto el
diseño es T-óptimo local.
Se observa, como se puntualizó en la introducción de este caṕıtulo, que el diseño T-
óptimo se reduce a considerar cinco tiempos de muestreo. A pesar de que este criterio
posee buenas propiedades en cuanto a potencia en términos asintóticos, claramente
con cinco puntos no es posible hacer estimación de los parámetros en el modelo I,
que consta de seis parámetros. Note que en este diseño, como ocurrió en el diseño
L-óptimo local, se da un peso considerable al último tiempo de muestreo, 47.3 %
aproximadamente; observe que un 72 % de todas las observaciones de la muestra se
reserva a los últimos dos tiempos (24.16 y 61.02).
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Figura 4.13: Función de varianza para T-optimalidad local.

En este caso, como ambos modelos están anidados, es posible considerar otro criterio
para discriminar. Consiste en usar un criterio que permita hallar diseños que estimen
en forma óptima los parámetros, θ2 y θ3. Este criterio se expone a continuación.

Dv-optimalidad para discriminar

En esta sección se considera el criterio Dv-optimalidad. Este criterio conduce a diseños
que estiman en forma óptima v-componentes del vector Θ1. Como se anotó antes
ambos modelos están anidados. Al sustituir θ2 = θ3 = 0 en el modelo I, se obtiene
como un caso especial el modelo II. Una manera de discriminar entre ambos es a
partir de la estimación óptima de estos dos parámetros en el modelo I. Este objetivo
igualmente es alcanzado con el criterio D2-optimalidad. Consiste en hallar un diseño
ξ que maximice el determinante de:

CA(ξ; Θ1) = (ATM−1
1 (ξ; Θ1)A)−1,

donde AT
2×6 =

[
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

]

. Con CA la matriz de información asociada a los paráme-

tros θ2 y θ3, ver Definición 3.2.2, recuerde que la matriz de información se considera
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Θ Diseño óptimo (ξ) φ2(ξ) = |CA(ξ; Θ1)|

Θ1

[
0.6906 3.6940 9.6354 19.5259 36.2382 76.9768
0.1107 0.1005 0.1547 0.1634 0.1822 0.2885

]

3.38 × 10−7

Tabla 4.8: Diseños D2-óptimos locales para discriminación.

una función. Si ξ es factible para el sistema AT Θ1, es decir, se cumple la inclusión:

C(A) ⊂ C(M1(ξ; Θ1)),

entonces el determinante de la matriz de información CA(ξ; Θ1) se puede expresar
como:

det (CA(ξ; Θ1)) =
detM1(ξ; Θ1)

detM11(ξ; Θ1)
,

con M11 la matriz de información de Fisher asociada a Θ1 sin considerar θ2 y θ3.

El criterio es:
φ2(ξ) = |CA(ξ; Θ1)| ,

y los diseños D2-óptimos son aquellos que maximizan φ2(ξ).

Igualmente se halla en forma numérica el diseño óptimo. En la Tabla 4.8 se muestra
el diseño D2-óptimo local obtenido con el mismo objetivo de discriminar entre los dos
modelos. El diseño consta de seis tiempos de muestreo, a diferencia del T-óptimo, éste
se puede usar también para la estimación de los parámetros del modelo I. Este diseño
aporta para la estimación de los parámetros del modelo I una eficiencia del 88.85 %,
muy buena comparada con la eficiencia asociada al T-óptimo para estimación que
es de cero. Además, aproximadamente un 21 % de las observaciones de la muestra
se reserva para los dos primeros tiempos, 0.69 y 3.69; mientras un 47 % es para los
dos últimos tiempos, 36.24 y 76.98. Hay diferencias de este diseño comparado con el
diseño T-óptimo, tanto en los tiempos de muestreo como en la proporción de obser-
vaciones correspondiente.

Finalmente en la Figura 4.14 está la función de varianza asociada al criterio D2-
optimal. Se verifica que el diseño obtenido es D2-óptimo.

4.3.5. Diseños DEFNSα-óptimos locales

En las secciones previas se han hallado diseños óptimos locales y promediados por dis-
tribuciones a prioris, usando tanto D-optimalidad como L-optimalidad, en el modelo I.
Mientras en el modelo II se hallaron los respectivos diseños óptimos locales. Además
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Figura 4.14: Función de varianza para D2-optimalidad local

se encontraron diseños óptimos para discriminar entre ambos modelos, usando tan-
to T-optimalidad como D2-optimalidad. El énfasis de esta sección es la búsqueda de
diseños óptimos que sirvan tanto para discriminar como para estimar las tasas de
transferencia en los dos modelos y las funciones no lineales de interés. Además, resul-
tados parciales de esta sección se presentaron en López y Ramos (2008).

Recordando la notación de la Sección 4.2, en ambos modelos, el número de funciones
no lineales a estimar es ln = 4. Para el i-ésimo modelo, con mi tasas de transferencia
(m1 = 6, m2 = 4), i = 1, 2, las funciones Hij, j = 1, . . . , 4, se calculan a partir de la
función ηi(t; Θi), y representan:

1. Hi1(Θi), el área bajo la curva de concentración,

2. Hi2(Θi), el tiempo para la concentración máxima,

3. Hi3(Θi), la concentración máxima y

4. Hi4(Θi), el primer tiempo donde la concentración en el modelo i alcanza el 50 %
del valor máximo.
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En L-optimalidad ó DKi
-optimalidad, Ki denota la matriz de orden mi×4, con colum-

nas los respectivos gradientes de las funciones Hij(Θi).

Inicialmente se construyen diseños DEFNSα-óptimos locales para tres valores de
α: 0.25, 0.50 y 0.75. Se usa como criterio para la estimación de las funciones no
lineales L-optimalidad. Para discriminación se tienen en cuenta los dos criterios men-
cionados antes y para la estimación de las tasas de transferencia en ambos modelos,
D-optimalidad. Los criterios se denotan por DEFNSDL

α -optimalidad y DEFNSTL
α -

optimalidad, donde la letra D, en este caso, hace referencia al criterio D2-optimalidad.
La ecuación 4.2 muestra la expresión a maximizar para el segundo criterio, y en el
Teorema 4.2.1 se tiene el teorema de equivalencia. En el caso del primer criterio, se
usa el mismo teorema de equivalencia teniendo en cuenta que:

1. El criterio considerado es:

φ1(ξ) =

{
detM1(ξ; Θ1)

detM11(ξ; Θ1)

}1/2

,

donde el exponente es el número de parámetros a estimar.

2. La derivada direccional del log φ1(ξ) es:

D1(t; ξ) =
1

2

[
fT

1 (t)M−1
1 (ξ)f1(t) − fT

11(t)M
−1
11 (ξ)f11(t)

]
,

donde la función fT
11(t) es el gradiente del vector que resulta de Θ1 al omitir θ2

y θ3; y M11(ξ) es la matriz de información obtenida con la función f11(t).

Con lo anterior se tienen las expresiones de los criterios que se van a considerar y su
respectivo teorema de equivalencia, ver página 58. La búsqueda de los diseños óptimos
es una combinación de varios procedimientos. El primero consiste en encontrar diseños
a partir de la adecuación del algoritmo general dado en el Apéndice A con los criterios
cóncavos construidos. El segundo procedimiento consiste en la optimización de una
función en varias variables -puntos de soporte y pesos- definida apropiadamente, y
luego hacer uso de los procedimientos de optimización que ya están programados en
varios lenguajes, como por ejemplo, R y Matlab. En el Apéndice A.3 se muestra un
ejemplo genérico programado en R. A partir de los ensayos hechos y la verificación
mediante el teorema de equivalencia respectivo, se ha podido constatar que el segundo
procedimiento, además de rápido, da buenos resultados.

Los diseños óptimos que aparecen en la Tabla 4.9 fueron obtenidos por el segundo
procedimiento. Alĺı se tienen los diseños DEFNSDL

α -óptimos locales para los valores
de α considerados y los mismos valores locales de los parámetros usados en los modelos
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α Diseño óptimo (ξ) Valor óptimo

0.25

[
0.9322 3.7206 9.5987 19.5410 35.9549 67.5850
0.1021 0.1123 0.1168 0.1511 0.2262 0.2914

]

6.34

0.50

[
0.8229 3.6806 9.6092 19.7227 36.3282 71.1595
0.1038 0.1081 0.1330 0.1548 0.2182 0.2821

]

6.72

0.75

[
0.7474 3.6810 9.6222 19.6769 36.3610 74.2231
0.1070 0.1041 0.1448 0.1593 0.2018 0.2830

]

7.09

Tabla 4.9: Diseños DEFNSDL
α -óptimos locales.

I y II. En la Figura 4.15 se tiene el gráfico de la función de varianza presentada en el
teorema de equivalencia, es decir, la derivada direccional del criterio en la dirección
del diseño unitario en t. Se verifica que los diseños encontrados son óptimos.

0 20 40 60 80 100

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

t

D(
t, ξ

)

DEFNS0.25
D

DEFNS0.5
D

DEFNS0.75
D

Figura 4.15: Función de varianza para DEFNSDL
α -optimalidad, para α =

0.25, 0.50, 0.75.

En la Tabla 4.10 se muestran los diseños óptimos obtenidos cuando se usa T-optimalidad
para discriminar. En la Figura 4.16 se verifica que los respectivos diseños sonDEFNSTL

α -
óptimos locales.
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α Diseño óptimo (ξ) Valor óptimo

0.25

[
0.9783 3.7571 9.9886 21.8765 34.0914 62.6908
0.0938 0.1045 0.1173 0.1994 0.0915 0.3935

]

7.69

0.50

[
0.8728 3.7070 10.0933 22.8589 35.8963 62.9366
0.0862 0.0911 0.1297 0.2262 0.0385 0.4283

]

9.41

0.75

[
0.7854 3.7187 10.1958 23.3111 37.7856 63.1089
0.0804 0.0779 0.1360 0.2345 0.0156 0.4556

]

11.09

Tabla 4.10: Diseños DEFNSTL
α -óptimos.
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Figura 4.16: Función de varianza para DEFNSTL
α -optimalidad, con α =

0.25, 050, 0.75.
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Criterio Diseño óptimo (ξ)

C1

[
0.82 3.68 9.61 19.72 36.33 71.16

0.104 0.108 0.133 0.155 0.218 0.282

]

C2

[
0.88 3.62 9.09 19.02 35.86 73.08

0.157 0.161 0.173 0.145 0.158 0.206

]

C3

[
0.87 3.71 10.09 22.86 35.90 62.93

0.086 0.091 0.129 0.226 0.038 0.428

]

C4

[
0.92 3.66 9.27 21.92 40.02 60.85

0.142 0.145 0.162 0.194 0.052 0.305

]

Tabla 4.11: Diseños DEFNS0.5-óptimos locales.

4.3.6. Comparación entre los diferentes criterios de optimalidad
locales

Como se comentó en la sección anterior, a partir de la estructura general del criterio
propuesto en la ecuación 4.1- página 57- se pueden obtener dos criterios adicionales.
Resultado de considerar DKi

-optimalidad para la estimación de las funciones no
lineales y los dos criterios usuales para discriminación. En total se tienen cuatro
criterios que tienen el mismo objetivo, discriminar y estimar tanto parámetros como
las cuatro funciones no lineales de interés. Para esta comparación se tomó α = 0.5.
En la Tabla 4.11 se exhiben los diseños óptimos locales obtenidos al maximizar el res-
pectivo criterio de optimalidad. Se abrevian por: C1 = φD2L

α , C2 = φD2DK
α , C3 = φTL

α

y C4 = φTDK
α .

En los diseños obtenidos usando T-optimalidad para discriminar se observa una fre-
cuencia pequeña en el quinto punto de soporte, de hecho son las más pequeñas entre
las frecuencias de los cuatro diseños. Se ha observado que este fenómeno ocurre, cuan-
do el valor de α se acerca a uno, ver por ejemplo los diseños de la Tabla 4.10. Los
diseños tienden a aproximarse al diseño de cinco puntos del problema de discrimi-
nación entre modelos. Lo anterior está de acuerdo a la forma del criterio propuesto.

Los diseños obtenidos por los cuatro criterios (C1, C2, C3, C4) se compararon con
respecto a sus eficiencias, usando los criterios en su versión original, sin la fun-
ción logaritmo. También se consideraron tres criterios individuales, D-optimalidad
del modelo I, D2- y T-optimalidad, denotados por C5 = φD, C6 = φD2

, y C7 = φT ,
respectivamente. Las eficiencias en porcentaje se encuentran en la Tabla 4.12. En las
columnas se tiene el criterio de referencia y en las filas los diseños óptimos obtenidos
por cada criterio. Por ejemplo, el diseño ξ1 tiene un 81.56 % de eficiencia cuando com-
pite con el diseño óptimo obtenido por el tercer criterio (φTL

α ), y en forma análoga se
interpretan los demás valores. Se extraen los siguientes hechos relevantes:
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φ − Ef(ξ)
×100 %

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 Promedio

ξ1 100.00 94.33 81.56 79.11 91.34 97.02 59.98 90.56
ξ2 94.15 100.00 72.31 78.98 97.86 88.15 51.47 88.58
ξ3 67.11 61.45 100.00 94.15 69.21 45.39 93.66 80.93
ξ4 71.12 73.81 93.71 100.00 81.89 52.21 84.23 84.13
ξ5 90.16 96.66 71.66 79.01 100.00 85.34 50.12 87.14
ξ6 97.31 93.38 74.95 73.96 88.85 100.00 55.13 88.08
ξ7 0 0 0 0 0 0 100.00

Tabla 4.12: Eficiencias de los diseños DEFNS0.5-óptimos locales, C1 = φD2L
α , C2 =

φD2DK
α , C3 = φTL

α , C4 = φTDK
α , y los diseños óptimos individuales: C5 = φD, C6 = φD2

y C7 = φT . Donde ξi denota el diseño óptimo obtenido con el criterio Ci.

los diseños ξ1 y ξ4 tienen buenas eficiencias con respecto al tercer criterio,

ξ2 presenta eficiencias altas, tanto en el primer criterio como en el quinto; criterio
de estimación de los parámetros,

el diseño D-óptimo, ξ5 tiene una eficiencia de al menos el 50 % para discriminar
usando el criterio T-óptimo.

Si la decisión para la elección de uno de los criterios estuviera basada en que tan
eficiente es el diseño obtenido para estimar los parámetros del modelo y además
discriminar entre ambos modelos, entonces los criterios C1 y C2 representan una muy
buena alternativa. Aunque, el diseño ξ3 presenta eficiencias altas en los criterios C7,
y C4, donde se usa T-optimalidad para discriminar y L-optimalidad para estimar las
funciones no lineales. En general, no es posible elegir un criterio que cumpla alguna
propiedad de robustez con respecto a la eficiencia, es decir, que el diseño óptimo
construido por el respectivo criterio tenga eficiencias altas en todos los otros criterios
considerados. En la última columna está el promedio de las eficiencias para cada uno
de los diseños sin considerar la eficiencia más baja. Se observa una eficiencia promedio
alta, por encima del 88 % para los dos primeros diseños óptimos obtenidos con los
respectivos criterios. En la siguiente subsección se presenta una metodoloǵıa general
para obtener un diseño que cumpla con las restricciones de tener buenas eficiencias
en los demás criterios bajo consideración.

Metodoloǵıa para la construcción de un diseño consensual

En esta sección se va a exponer una metodoloǵıa para hallar un diseño h́ıbrido entre
varios diseños óptimos obtenidos por diferentes criterios de optimalidad, pero que
satisfacen los mismos objetivos, en nuestro caso discriminación y estimación tanto de
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los parámetros como de las funciones no lineales, bajo consideración. Suponga que se
tienen c-criterios de optimalidad, y una ponderación apropiada para cada uno de los
criterios wi i = 1, . . . , c.

Primero se calculan los nuevos pesos del diseño al multiplicar los pesos de cada
diseño, ξi por su respectiva ponderación, wi.

Luego se proyectan los diferentes puntos de soporte. Se obtienen s-grupos, donde
s: es el número máximo de puntos de soporte de todos los diseños.

Para cada grupo,g, se propone lo siguiente:

• Cada uno de los puntos de soporte se sustituye por el promedio (o mediana)
de las observaciones del grupo, si estos caen en el siguiente intervalo:

medianag ± rg,

donde rg = λ(Q0.75 −Q0.25)/2, donde Qr: es el quantil de orden r asociado
al grupo g. El peso asociado al punto es la suma de los pesos asociados a
cada una de las observaciones que están en el intervalo anterior.

• Si la observación (pto de soporte) del grupo g no está en el intervalo an-
terior, entonces se conserva esta observación como un punto de soporte
adicional, para el nuevo diseño, con su respectivo peso.

El método anterior depende del valor de λ. Dependiendo del valor de λ se pueden
obtener diseños, denominados diseños h́ıbridos, de más de m-puntos de soporte, posi-
blemente con eficiencias competitivas.

A continuación se presentan dos posibles diseños obtenidos con dos valores de λ,
junto con las eficiencias asociadas para los criterios considerados. Se usó como pon-
deraciones para cada diseño óptimo el promedio de la última columna de la Tabla
4.12. Se tomaron dos valores para λ, λ1 = 3 y λ2 = 3.5, dando dos diseños h́ıbridos,
de nueve y siete puntos de soporte respectivamente:

ξλ1
=

[
0.82 0.87 3.62 3.67 9.52 20.88 37.03 40.02 67.0
0.02 0.09 0.04 0.09 0.15 0.18 0.11 0.01 0.30

]

,

ξλ2
=

[
0.88 3.67 9.52 20.88 37.03 40.02 67.0
0.12 0.13 0.15 0.18 0.11 0.01 0.30

]

.

En la Tabla 4.13 se dan las eficiencias para los dos diseños h́ıbridos. Con ambos diseños
se obtienen eficiencias por encima del 85 % para todos los criterios excepto para
el criterio de discriminación usando T-optimalidad, donde se obtuvieron eficiencias
alrededor del 74 %, mejores que aquellas obtenidas por los diseños asociados a los dos
primeros criterios de optimalidad.
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% C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

ξλ1
93.66 85.03 90.66 92.25 91.63 85.32 74.31

ξλ2
93.65 85.18 90.66 92.42 91.74 85.25 74.25

Tabla 4.13: Eficiencias de los diseños h́ıbridos ξλj
, con respecto a los criterios C1 =

φD2L
α , C2 = φD2DK

α , C3 = φTL
α , C4 = φTDK

α , y los diseños óptimos individuales: C5 =
φD, C6 = φD2

y C7 = φT .

4.3.7. Diseños DEFNSπ
α-optimalidad Bayesiano

En esta sección se hallan diseñosDEFNSα-óptimos promediados por una distribución
a priori, π, para Θ0T = (Θ0T

1 ,Θ0T
2 ). Sólo se considera L-optimalidad para la estimación

de las funciones no lineales. Con el fin de ver el efecto que tiene la distribución a priori
en los diseños óptimos obtenidos, se consideran dos distribuciones a prioris definidas
a partir de los valores locales de Θ1 y Θ2.

La primera distribución a priori, π1, tiene como soporte el conjunto Ω1 ×
{Θ2}, donde Ω1 es el soporte asociado a las distribuciones a prioris (simétri-
cas, asimétricas a la izquierda ó asimétricas a la derecha), definidas en la sección
4.3.3, para el valor local de Θ1. El criterio de optimalidad asociado será denotado
por: DEFNS⊗,π1

α,Sδ
ó DEFNS⊗,π1

α,LAδ
ó DEFNS⊗,π1

α,RAδ
, donde ⊗ es D ó T , indican-

do el criterio usado para discriminar: D2 ó T-optimalidad, respectivamente. Los
últimos cuatro parámetros de los puntos de soporte de π1 son los valores locales
usados para Θ2, mientras que los primeros seis puntos vaŕıan dependiendo de la
distribución a priori usada. Todas las distribuciones a prioris tienen 65 puntos
de soporte, con igual probabilidad.

Los diseños óptimos obtenidos se encuentran en la Tabla 4.16, para valores de
δ ∈ {0.05, 0.10, 0.15}, y usando D2-optimalidad para discriminar. En la Figura
4.17 se muestran los gráficos de la función varianza. Se concluye que todos los
diseños encontrados son óptimos. Por otro lado, en la Tabla 4.15 se muestran
los diseños DEFNSπ1

0.5 cuando se usa T-optimalidad para discriminación. Us-
ando el respectivo teorema de equivalencia se verificó la optimalidad de todos
los diseños obtenidos anteriormente, ver Figura 4.18.

En la Figura 4.19, se comparan todos los diseños óptimos obtenidos usando
la distribución a priori π1, y los dos criterios que se están considerando para
discriminación. También se comparan con el diseño óptimo local respectivo,
primera fila de cada gráfico. El radio del ćırculo es proporcional al peso de cada
punto de soporte.
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Distribución a priori Diseño Óptimo Valor óptimo

DEFNSD,π1

0.5,S0.05

0.8237 3.6828 9.6088 19.7304 36.3794 71.2384
0.1039 0.1081 0.1328 0.1552 0.2181 0.2819

6.74

DEFNSD,π1

0.5,S0.10

0.8258 3.6892 9.6083 19.7562 36.5361 71.4891
0.1040 0.1082 0.1323 0.1563 0.2177 0.2815

6.81

DEFNSD,π1

0.5,S0.15

0.8293 3.6995 9.6101 19.8077 36.8088 71.9452
0.1041 0.1084 0.1315 0.1581 0.2172 0.2807

6.92

DEFNSD,π1

0.5,LA0.05

0.8420 3.7647 9.8564 20.2478 37.1735 73.0529
0.1043 0.1082 0.1332 0.1567 0.2179 0.2797

6.71

DEFNSD,π1

0.5,LA0.10

0.8624 3.8537 10.1148 20.8020 38.0922 75.0976
0.1049 0.1084 0.1333 0.1589 0.2173 0.2772

6.70

DEFNSD,π1

0.5,LA0.15

0.8843 3.9482 10.3853 21.3885 39.0965 77.3167
0.1054 0.1086 0.1333 0.1616 0.2163 0.2748

6.71

DEFNSD,π1

0.5,RA0.05

0.8050 3.6009 9.3723 19.2244 35.5466 69.4005
0.1034 0.1079 0.1327 0.1533 0.2182 0.2846

6.75

DEFNSD,π1

0.5,RA0.10

0.7882 3.5252 9.1451 18.7511 34.8207 67.7629
0.1030 0.1078 0.1323 0.1520 0.2179 0.2870

6.79

DEFNSD,π1

0.5,RA0.15

0.7723 3.4529 8.9272 18.3017 34.1440 66.2362
0.1025 0.1076 0.1320 0.1511 0.2173 0.2894

6.83

Tabla 4.14: Diseños DEFNSD,π1

α,Sδ
o DEFNSD,π1

α,LAδ
ó DEFNSD,π1

α,RAδ
-óptimos con las

distribuciones a prioris consideradas, α = 0.5, y δ = 0.05, 0.10, 0.15.
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Distribución a priori Diseño Óptimo Valor óptimo

DEFNST,π1

0.5,S0.05

0.8746 3.7180 10.1025 22.9246 36.8459 63.0659
0.0864 0.0913 0.1295 0.2260 0.0433 0.4235

9.43

DEFNST,π1

0.5,S0.10

0.8799 3.7469 10.1441 23.0687 38.7007 63.4674
0.0868 0.0916 0.1295 0.2253 0.0560 0.4108

9.51

DEFNST,π1

0.5,S0.15

0.8884 3.7879 10.2187 23.2271 40.4404 64.2064
0.0874 0.0923 0.1296 0.2236 0.0758 0.3913

9.65

DEFNST,π1

0.5,LA0.05

0.8921 3.7884 10.3523 23.4674 37.0700 64.5746
0.0867 0.0913 0.1297 0.2288 0.0399 0.4236

9.42

DEFNST,π1

0.5,LA0.10

0.9133 3.8797 10.6301 24.1389 38.7999 66.3838
0.0872 0.0915 0.1298 0.2315 0.0439 0.4161

9.44

DEFNST,π1

0.5,LA0.15

0.9370 3.9818 10.9337 24.8672 40.9227 68.3988
0.0879 0.0918 0.1299 0.2340 0.0503 0.4061

9.49

DEFNST,π1

0.5,RA0.05

0.8552 3.6341 9.8483 22.3119 35.2965 61.4456
0.0859 0.0910 0.1295 0.2236 0.0394 0.4305

9.41

DEFNST,π1

0.5,RA0.10

0.8390 3.5680 9.6173 21.8140 35.0739 60.0825
0.0856 0.0910 0.1293 0.2212 0.0423 0.4306

9.43

DEFNST,π1

0.5,RA0.15

0.8240 3.5071 9.4026 21.3610 35.2077 58.8510
0.0853 0.0909 0.1292 0.2192 0.0465 0.4288

9.45

Tabla 4.15: Diseños DEFNST,π1

α,Sδ
ó DEFNST,π1

α,LAδ
ó DEFNST,π1

α,RAδ
-óptimos para las

distribuciones a prioris consideradas, α = 0.5 y δ = 0.05, 0.10, 0.15.
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Figura 4.17: Gráfico conjunto de las funciones de varianza para los diseñosDEFNS0.5-
óptimos bayesianos considerando la distribución a priori, π1 y criterio de discrimi-
nación D2-optimalidad, y de estimación funciones no lineales L-optimalidad.

En general se observa, Figura 4.19 (b), la asignación de un peso muy pequeño,
sin importar la distribución a priori, en el quinto punto de soporte de cada uno
de los diseños que usan T-optimalidad para discriminar. Además, en general,
en ambos criterios y considerando las distribuciones a prioris asimétricas a la
izquierda del valor local, los puntos de los diseños óptimos crecen conforme el
parámetro δ lo hace. Ocurre lo contrario, en los diseños de las distribuciones a
prioris a la derecha del valor local, es decir, los puntos de soporte decrecen si δ
aumenta.

En las distribuciones simétricas alrededor del valor local y D2-optimalidad, ver
Figura 4.19(a), no hay aparente variación de los puntos de soporte a medida que
δ crece. Hay una gran similitud con el diseño óptimo local. También en la misma
figura se observa una tendencia creciente en los pesos de cada uno de los puntos
de soporte. Lo anterior no es válido para T-optimalidad, Figura 4.19(b), alĺı se
observa que la mayor parte del peso de cada diseño se concentra en el último
punto de soporte, entre el 40 % y el 43 %, ver Tabla 4.15. Los diseños simétricos,
igualmente presentan gran similitud con el diseño óptimo local respectivo.
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Figura 4.18: Gráfico conjunto de las funciones de varianza para los diseñosDEFNS0.5-
óptimos bayesianos considerando la distribución a priori, π1, usando como criterio
de discriminación T-optimalidad, y para estimación de las funciones no lineales L-
optimalidad.
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Distribución a priori Diseño óptimo Valor óptimo

DEFNSD,π2

0.5,S0.05

0.8236 3.6828 9.6080 19.7275 36.3852 71.2456
0.1039 0.1081 0.1328 0.1552 0.2177 0.2824

6.75

DEFNSD,π2

0.5,S0.10

0.8256 3.6891 9.6051 19.7448 36.5597 71.5189
0.1040 0.1082 0.1323 0.1563 0.2163 0.2830

6.81

DEFNSD,π2

0.5,S0.15

0.8288 3.6989 9.6026 19.7826 36.8635 72.0159
0.1041 0.1083 0.1315 0.1580 0.2142 0.2839

6.92

DEFNSD,π2

0.5,LA0.05

0.8442 3.7756 9.8553 20.2297 37.2750 73.0070
0.1039 0.1081 0.1329 0.1549 0.2181 0.2822

6.93

DEFNSD,π2

0.5,LA0.10

0.8670 3.8769 10.1136 20.7664 38.3068 75.0051
0.1039 0.1081 0.1328 0.1552 0.2177 0.2824

6.70

DEFNSD,π2

0.5,LA0.15

0.8915 3.9852 10.3852 21.3367 39.4372 77.1797
0.1039 0.1081 0.1325 0.1558 0.2169 0.2827

6.70

DEFNSD,π2

0.5,RA0.05

0.8030 3.5913 9.3745 19.2427 35.4553 69.4437
0.1039 0.1081 0.1329 0.1549 0.2181 0.2822

6.75

DEFNSD,π2

0.5,RA0.10

0.7844 3.5072 9.1505 18.7876 34.6475 67.8453
0.1039 0.1081 0.1328 0.1551 0.2178 0.2823

6.79

DEFNSD,π2

0.5,LA0.15

0.7668 3.4276 8.9366 18.3557 33.8874 66.3531
0.1039 0.1081 0.1326 0.1555 0.2173 0.2826

6.84

Tabla 4.16: Diseños DEFNSD,π2

α,Sδ
ó DEFNSD,π2

α,LAδ
ó DEFNSD,π2

α,RAδ
-óptimos para las

distribuciones a prioris consideradas, α = 0.5 y δ = 0.05, 0.10, 0.15.

En el criterio de optimalidad donde se usa D2-optimalidad para discriminar
se concluye que los diseños óptimos bayesianos con distribuciones simétricas
alrededor de un valor local presentan valores muy similares al diseño óptimo
local respectivo. Esto no ocurre con T-optimalidad, donde el quinto punto de
soporte de las distribuciones a prioris simétrica, crece conforme δ crece. El
diseño óptimo local tiende a hacer muy parecido cuando hay poca incertidum-
bre alrededor del valor local (δ = 0.05) en las distribuciones a prioris simétricas.

La segunda distribución a priori considerada es, π2. Tiene soporte en Ωπ2
: el

conjunto de todos los puntos de soporte asociados con las distribuciones a prio-
ris definidas en la sección 4.3.3, donde Θ0T =

(
Θ0T

1 ,Θ0T
2

)
. Se usa la misma

notación de la distribución a priori π1 para denotar los diseños obtenidos. Las
distribuciones a prioris resultantes tienen un total de 1025 puntos de soporte
con igual probabilidad. Los diseños óptimos promediados por la distribución
a priori π2 se hallan en la Tabla 4.16, para el caso de D2-optimalidad para
discriminación. La optimalidad de todos diseños anteriores se verifica mediante
la aplicación del respectivo teorema de equivalencia.
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Figura 4.19: Gráfico conjunto de los puntos de soporte y los pesos cuando se usa
para discriminación: (a) D2-optimalidad, (b) T-optimalidad. Para la estimación de
las funciones no lineales: L-optimalidad. En la parte inferior diseño óptimo local,
respectivo
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Figura 4.20: Gráfico conjunto de los puntos de soporte para los diseños DEFNSα-
óptimos (φα) considerando ambas distribuciones a prioris, π1 y π2, y D2-optimalidad,
α = 0.5.
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La Figura 4.20 muestra los puntos de soporte asociados a los diseños óptimos de to-
das las distribuciones a prioris con π1 y π2. En ambos casos hay muy poca diferencia
en los puntos de soporte. Además, en esta figura, se observa una tendencia de los
dos últimos puntos de soporte, de los diseños asimétricos a la izquierda, de tomar
valores más grandes conforme δ aumenta. En tanto que ocurre lo contrario con los
dos últimos puntos de soporte de aquellos diseños obtenidos con las distribuciones a
prioris a la derecha. En los diseños obtenidos con las distribuciones a prioris simétrica
no hay mucha variación de los puntos de soporte. Las observaciones anteriores son
válidas para las dos distribuciones a prioris bajo estudio, usando para discriminar
D2-optimalidad.

Además, como en ambas distribuciones a prioris los diseños óptimos son muy pareci-
dos, se hizo un gráfico ilustrativo, para el caso de la distribución a priori π2. Alĺı se
muestran tanto los puntos de soporte de las diferentes distribuciones a prioris consi-
deradas, como los pesos asociados. Los pesos son proporcionales al radio de cada uno
de los ćırculos que se muestran en la Figura 4.21. Se observa una clara tendencia de a
mayor punto de soporte se tiene un mayor peso en cada uno de los diseños obtenidos.
Además, en general ocurre que los puntos de soporte son ó muy similares ó tienen
tendencia creciente ó decreciente conforme el parámetro δ aumenta en las diferentes
distribuciones a prioris ya sea simétricas ó asimétricas a la izquierda ó asimétricas a
la derecha, respectivamente.
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Figura 4.21: Gráfico conjunto de los puntos de soporte, (t) y de los pesos asociados
a cada uno de los diseños DEFNSα-óptimos, -proporcional al radio del ćırculo-, a
priori π2.



Caṕıtulo 5

Consideraciones Adicionales

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan algunos tópicos relacionados con diseños óptimos exactos
tanto para el caso de observaciones independientes como de observaciones dependien-
tes. Se verá un método de redondeo para convertir en diseños exactos, los diseños
aproximados vistos en el caṕıtulo anterior. A partir del cálculo de las eficiencias se
compararán los diseños obtenidos por redondeo con aquellos diseños óptimos exactos
en ambos casos, bajo independencia o bajo alguna estructura de correlación en los
errores.

Este es un caṕıtulo en desarrollo, donde las ideas de la sección 5.4 fueron inicialmente
investigadas en una estancia predoctoral en la Universidad Castilla La Mancha, Ciu-
dad Real, España, junto con los investigadores Jesús López Fidalgo y Mariano Amo
Rodŕıguez. Alĺı se propone una generalización ad hoc del criterio T-optimalidad para
el caso de observaciones correlacionadas y se combina con los otros criterios en su
versión correlacionada.

5.2. Implicaciones prácticas

Los diseños obtenidos en éste y los caṕıtulos anteriores fueron diseños óptimos aproxi-
mados. Es decir, se tienen las localizaciones de los puntos de experimentación (ti) y la
frecuencia wi ∈ (0, 1) de toma de las observaciones en cada punto. Claramente, si se
tienen recursos para obtener una muestra de tamaño n, entonces win , en general no
es un entero. Se necesita algún método de redondeo que garantice que el nuevo diseño
(diseño exacto) va a seguir conservando, en la medida de lo posible, las propiedades
óptimas del diseño aproximado. Existen procedimientos de redondeo eficientes, por

105
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ejemplo en Pukelsheim (1993) caṕıtulo 12 se presenta el método que se expone a
continuación.

Sea un diseño continuo ξ con pesos w1, w2, . . . , ws, el método para aproximar este
diseño en forma eficiente tiene las siguientes dos fases:

1. Se usa el factor n − 1
2
s para calcular ni a partir de ni =

⌈(
n− 1

2
s
)
wi

⌉
, donde

⌈z⌉ denota el entero más pequeño mayor o igual a z.

2. Se itera hasta que la discrepancia di =
(∑

i≤s ni

)
−n sea cero, ya sea incremen-

tando nj a nj + 1 si nj/wj = mı́ni≤s ni/wi o reduciendo nk en una unidad si
(nk − 1)/wk = máxi≤s(ni − s)/wi.

Aplicando el método anterior se muestra en Pukelsheim (1993), que el diseño obtenido
es en algún sentido eficiente. Se observa que el procedimiento anterior no tiene en cuen-
ta el criterio de optimalidad subyacente, sin embargo el método propuesto funciona
bien.

Al aplicar el método anterior a los diseños óptimos locales encontrados para discriminar
y estimar simúltaneamente se obtienen los diseños dados en la Tabla 5.1 para diferentes
tamaños de muestra. En ambos casos, cuando n = 6, los diseños exactos no tienen
réplicas en cada uno de los puntos de soporte. Para los demás valores de n, se re-
quieren réplicas en diferentes tiempos, dependiendo del valor de la magnitud de wi.

En general los diseños obtenidos para el ejemplo en estudio, se pueden interpretar

en el siguiente contexto. Considere el diseño exacto ξ =

[
t1 . . . t6
n1/n . . . n6/n

]

. Además,

suponga que se tiene una población de individuos homogéneos con respecto a una ca-
racteŕıstica de interés, es decir, comparten medidas de determinadas covariables muy
similares. Se selecciona una muestra de n-individuos de esta población. En el tiempo
t = 0, a los n-individuos se les administra el medicamento de estudio. Luego en el
tiempo ti se toman las observaciones a ni individuos de la muestra. Con este procedi-
miento se tomaŕıa una sola observación de cada individuo. Una de las dificultades del
procedimiento es garantizar la homogeneidad de los individuos de la población, que
en situaciones prácticas es muy restrictivo.

Otra forma de abordar el problema anterior y aśı evitar tanto el supuesto de in-
dependencia de los errores como las repeticiones, réplicas, en cada uno de los in-
dividuos, es considerar la farmacocinética individual, donde se cuenta con un solo
individuo a quien se le ha administrado el medicamento. Se desean determinar n
tiempos de muestreo, τn = [t1, . . . , tn], de aqúı en adelante será llamado un diseño
exacto, sin réplicas en cada uno de los tiempos, tal que se pueda con estas medidas
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Diseño óptimo DEFNSD
0.5 Diseño óptimo DEFNST

0.5

n

[
0.82 3.68 9.61 19.72 36.33 71.16
0.10 0.11 0.13 0.15 0.22 0.29

] [
0.87 3.71 10.09 22.86 35.90 62.94
0.09 0.09 0.13 0.22 0.04 0.43

]

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2
10 1 1 1 2 2 3 1 1 1 2 1 4
20 2 2 3 3 4 6 2 2 3 4 1 8
40 4 5 5 6 9 11 4 4 5 9 2 16
80 9 9 11 12 17 22 7 8 10 18 3 34

Tabla 5.1: Distribución del tamaño de muestra n eficiente para dos diseños óptimos
locales.

discriminar y estimar simultáneamente las funciones no lineales de interés. Lo anterior
se verá en la siguiente sección donde se hallan los diseños D-óptimos exactos y los
diseños DEFNSα-óptimos para discriminar y estimar en el caso bajo consideración.

5.3. Diseños óptimos exactos, bajo independencia

En este caso, el propósito es hallar diseños óptimos exactos, sin replicación, denotados
por: τn =

[
t1 . . . tn

]
, donde ti 6= tj, para i 6= j; tal que maximicen algún funcional

de la matriz de información M(τn) = 1
n

∑n
i=1 f(ti)f

T (ti). Para la estimación óptima
de Θ en el modelo I, se necesitan hallar diseños óptimos exactos que maximicen:

|M(τn)| ,

en este caso se conoce de la teoŕıa de diseños D-óptimos que con n = m, m: número de
parámetros del modelo, se obtienen diseños óptimos exactos sin réplicas, y coinciden
con los diseños D-óptimos obtenidos usando diseños aproximados.

En general, con los otros criterios no sucede lo mismo, por ejemplo con L-optimalidad,
y por ende en el criterio propuesto, DEFNSα-optimalidad. Con el fin de construir
diseños no singulares, es decir, aquellos donde la matriz de información sea inver-
tible, se opta por la construción de diseños óptimos exactos a partir de seis puntos de
soporte, número de parámetros del modelo I, tomando n = 6, 8, 10. Con propósitos
ilustrativos, se consideró T-optimalidad para discriminar y L-optimalidad para esti-
mar las funciones no lineales de interés.

Los diseños óptimos obtenidos, tanto exactos como aproximados (redondeados), se
hallan en la Tabla 5.2, para tres tamaños de muestra, n = 6, 8, 10. En la última
columna se encuentra la eficiencia de los diseños aproximados con respecto al criterio
de optimalidad usado para hallar los diseños exactos. Se observa que los diseños
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n Tiempos del diseño óptimo Eficiencia

6
ξE = [0.84, 3.48, 9.37, 21.84, 55.98, 67.90]
ξAp = [0.87, 3.71, 10.09, 22.86, 35.90, 62.94]

85.45 %

8
ξE = [0.85, 3.56, 9.85, 22.61, 22.62, 53.07, 66.34, 66.24]

ξAp = [0.87, 3.71, 10.09, 22.86, 22.86, 35.90, 62.94, 62.94]
93.62 %

10
ξE = [0.85, 3.60, 9.95, 22.04, 22.04, 29.38, 62.29, 62.29, 62.29, 62.29]

ξAp = [0.87, 3.71, 10.09, 22.86, 22.86, 35.90, 62.94, 62.94, 62.94, 62.94]
98.99 %

Tabla 5.2: Diseños óptimos exactos (ξE) y aproximados (ξAp), usando para discriminar
T-optimalidad y para estimar las funciones no lineales L-optimalidad. Eficiencia del
diseño aproximado con respecto al diseño exacto, α = 0.5

aproximados, una vez redondeados, tienen eficiencias competitivas frente a los diseños
exactos. Además, en cada diseño exacto, n = 8, 10, se observan tiempos muy parecidos
aproximadamente, en los mismos tiempos del diseño aproximado.

5.4. Diseños óptimos exactos, con estructura de

covarianza

La construcción de los diseños óptimos depende de los supuestos del modelo bajo con-
sideración. Los diseños óptimos de las secciones previas se hallaron usando el supuesto
de independencia de los errores. En esta sección se dará una introducción breve de los
diseños óptimos cuando el supuesto de independencia no se cumple. Se presentarán
algunos diseños que se han constrúıdo hasta el momento bajo una estructura de co-
varianza particular asumida para los errores.

Se considera el modelo de regresión no lineal general:

Y (t) = η(t,Θ) + ǫ(t), t ∈ χ,

donde las ǫ(t) son variables aleatorias distribúıdas normalmente con media cero y
covarianza Cov(ǫ(t), ǫ(t′)) = c(t, t′), c(., .) es una función conocida. Además, η(t; Θ)
puede ser una de dos funciones parcialmente conocidas η1(t; Θ1) y η2(t; Θ2), donde
Θ1 ∈ Ω1 ⊆ R

6, y Θ2 ∈ Ω2 ⊆ R
4 son vectores de parámetros desconocidos.

En la literatura de diseños óptimos exactos se han usado las siguientes dos estructuras
de covarianza, ver Stehĺık et al (2008) y Pepelyshev (2007):

Cov (ǫ(t), ǫ(t′)) = σ2exp (−δ |t− t′|) (5.1)
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conocida con el nombre de función de covarianza exponencial o:

Cov (ǫ(t), ǫ(t′)) =

{

σ2
(

1 − |t−t′|
ρ

)

si |t− t′| ≤ ρ,

0 en otro caso,
(5.2)

conocida con el nombre de función de covarianza triangular. Ambas matrices de co-
varianza dependen de ρ, que en este trabajo se supone conocido, aunque se puede
considerar dentro de la matriz de información en caso de que también se necesite
estimar. En lo que sigue la matriz de covarianza se denota por Σ.

A continuación, el propósito está en encontrar tiempos de muestreo óptimo para
un sólo individuo, sin réplicas. Es decir, obtener diseños óptimos exactos, τn =
[t1, t2, . . . , tn] de n-tiempos diferentes, donde n = m es el número de parámetros
del modelo. Inicialmente, el interés está en estimar el vector de parámetros Θ usando
el criterio D-optimalidad. Esto es, obtener un diseño τn = [t1, t2, . . . , tn] que maximice:

det (I(τn; Θ)) := det
(
X(τn)T Σ(τn)−1X(τn)

)
, (5.3)

donde X(τn) =
[

∂η(ti,Θ)
∂θj

]

, e I(τn; Θ) es la matriz de información de Fisher en el caso

correlacionado.

Además se usará, ya sea L- o DK-optimalidad para hallar diseños óptimos que estimen
las funciones no lineales. Es decir, construir un diseño τn = [t1, t2, . . . , tn] que maxi-

mice:
[
Tr
(
KT I−1(τn; Θ)K

)]−1
( L-optimalidad) ó maximice det

(
KT I−1(τn; Θ)K

)

(DK-optimalidad). Las columnas de la matriz K son los gradientes de las funciones
no lineales que se han considerado.

Para la construcción de los diseños óptimos es razonable el uso de la estructura de
covarianza exponencial y para la selección del valor de ρ se hicieron diversas pruebas
con diseños D-, L-, DK-óptimos exactos y también diseños combinados para estimar
los parámetros y las funciones no lineales: DL y DDK ; usando diferentes valores de
ρ, ρ ∈ {0.001, 0.01, 0.1, 1, 10}, desde muy alta correlación (valores pequeños de ρ) a
correlaciones bajas (valores grandes de ρ). En la mayoŕıa de los casos se observó que
los diseños óptimos encontrados no variaban cuando ρ > 10, y en otros a partir de
ρ > 1. Además, se construyeron las tablas de eficiencias de los diseños encontrados
con diferentes valores de ρ. En el caso ρ = 0.01, la mayoŕıa de las eficiencias halladas
en todos los diseños fue al menos del 50 % comparado con los otros valores de ρ. Tam-
bién se observó que el criterio DK-optimalidad combinado con D-optimalidad produjo,
para este valor de ρ, eficiencias superiores al 90 %, en los dos modelos considerados.

Lo anterior, justifica la elección de ρ = 0.01 para la construcción de los diseños ópti-
mos exactos, es decir, donde la estructura de correlación para las observaciones es
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relativamente alta. En la Tabla 5.3 se muestran los diseños óptimos exactos para
la estimación de los parámetros y de las funciones no lineales en cada uno de los
modelos. Se observa que en el modelo I, MI, los diseños D y DK coinciden, debido
a que la matriz K asociada es cuadrada de orden 4, de donde por propiedades del
determinante, el criterio a maximizar es el mismo que para D-optimalidad. No sucede
lo mismo para el modelo II, MII, donde la matriz K es de orden 4 × 6.

D-optimalidad DK-optimalidad
Modelo Diseño óptimo exacto:τm

MII [1.22, 3.35, 8.65, 24.16]
MI [1.17, 3.20, 7.65, 15.73, 30.62, 57.25]

Modelo Diseño óptimo exacto:τm

MII [1.22, 3.35, 8.65, 24.16]
MI [1.17, 3.15, 7.47, 16.74, 34.33, 55.99]

Tabla 5.3: Diseños óptimos exactos para estimar los parámetros y las funciones no
lineales por separado, con ρ = 0.01.

Para el caso de los diseños combinados, el criterio a maximizar es:

φα(τn) = α ∗ log φ1(τn) + (1 − α) log φ2(τn),

donde φ1 y φ2 son los diseños cóncavos que se van a combinar. En la Tabla 5.4 se
tienen los diseños óptimos combinados exactos, con α = 0.5, y ρ = 0.01, donde φ1(τn)
es el criterio D-optimalidad y φ2(τn) el criterio DK- o L-optimalidad, según el caso.

DDK-optimalidad DL-optimalidad
Modelo Diseño óptimo exacto:τm

MII [1.22, 3.35, 8.65, 24.16]
MI [1.17, 3.17, 7.58, 16.09, 31.22, 56.41]

Modelo Diseño óptimo exacto:τm

MII [0.53, 2.12, 6.31, 19.08]
MI [0.50, 1.97, 5.65, 12.16, 25.73, 48.45]

Tabla 5.4: Diseños óptimos exactos combinados, usando α = 0.5, para estimar los
parámetros y las funciones no lineales, con ρ = 0.01.

También se construyeron diseños T-óptimos exactos a partir de la maximización del
criterio φT (τn; ρ), bajo el supuesto de que el modelo I es el correcto, y Θ1 es dado.

φT (τn; ρ) = mı́n
Θ2

n∑

i=1

n∑

j=1

σ−
ij [η1(ti; Θ1) − η2(ti; Θ2)] [η1(tj; Θ1) − η2(tj; Θ2)]

= mı́n
Θ2

[η1(τn; Θ1) − η2(τn; Θ2)]
T Σ−1(τn) [η1(τn; Θ1) − η2(τn; Θ2)] (5.4)

donde σ−
ij es la componente (i, j) de la matriz Σ−1. El criterio anterior resulta como

una generalización ad hoc del criterio T-optimalidad para el caso correlacionado. Se
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halló numéricamente los tiempos de muestreo óptimos, con ρ = 0.01, dado por: 1.91,
3.75, 8.36, 18.20, 42.904, 110.18.

Finalmente, con los criterios T-, D-, DK- y L-optimalidad en su versión correlacionada,
se puede reescribir el criterio de optimalidad propuesto bajo el supuesto de observa-
ciones independientes. Basta con reemplazar la matriz de información de Fisher por
su respectiva matriz en función de la matriz de varianzas covarianzas de los errores,
Σ. Es decir,

φα(τn) = α log φT (τn; ρ) +
1 − α

4

{
1

6
log |I1(τn; Θ1)| +

1

4
log |I2(τn; Θ2)|

}

−
1 − α

4

{
log Tr

[
KT

1 I
−1
1 (τn; Θ1)K1

]
+ log Tr

[
KT

2 I
−1
2 (τn; Θ2)K2

]}

donde I−1
i (τn; Θi) =

(
Xi(τn)T Σ(τn)−1Xi(τn)

)−1
, representa la matriz de Fisher del

i-ésimo modelo cuando hay presente estructura de covarianza en los errores.

Se está suponiendo estructura de covarianza exponencial, con ρ = 0.01, fijo; α = 0.5
y los mismos valores locales de los parámetros que se han estado usando. En la Tabla
siguiente se hallan los diseños exactos obtenidos cuando se combina T-optimalidad
con L- ó con DKi

-optimalidad para la estimación de las funciones no lineales, en su
versión correlacionada, igualmente tomando ρ = 0.01. Ver Tabla 5.5. Se presentan
eficiencias relativamente altas del diseño óptimo bajo el supuesto de observaciones
independientes con respecto al criterio de optimalidad en el caso de observaciones
correlacionadas con estructura de covarianza exponencial, al menos del 84 % en ambos
casos, TL o TD-optimalidad.

Criterio de optimalidad Diseño óptimo Eficiencia

TL-optimalidad [1.58, 3.61, 8.27, 18.19, 36.33, 50.43] 84.34 %
TD-optimalidad [1.51, 3.64, 8.34, 18.20, 42.01, 82.17] 89.72 %

Tabla 5.5: Diseños óptimos exactos combinados, usando α = 0.5, para discriminar,
estimar los parámetros y las funciones no lineales, con ρ = 0.01. Cálculo de la eficiencia
del diseño aproximado respectivo.
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Conclusiones

Los diseños óptimos son una buena alternativa para la búsqueda de puntos de toma
de muestra en diferentes áreas. Inicialmente se hizo una introducción a la teoŕıa de los
diseños óptimos, donde se presentó una versión unificada de los teoremas de equiva-
lencia. También se ampliaron varios ejemplos donde se construyeron diseños óptimos
para varios modelos lineales y no lineales, con los respectivos teoremas de equivalencia
se verificó que los diseños obtenidos en efecto eran los diseños óptimos.

En esta investigación se construyó un criterio de optimalidad general, que tiene en
cuenta múltiples objetivos tales como la discriminación entre dos modelos no lineales,
la estimación de los parámetros en cada uno de los modelos y la estimación de
funciones no lineales. El primer análisis que se hizo fue bajo el supuesto de indepen-
dencia de las observaciones. En este caso se consideraron diseños óptimos aproximados
donde fue posible enunciar y demostrar el teorema de equivalencia asociado al criterio
propuesto. Este resultado fue usado para verificar que los diseños encontrados en efec-
to eran óptimos. El análisis del criterio se hizo a partir de consideraciones particulares
con relación a la ponderación dada a los criterios de optimalidad individuales, aun
aśı se pueden considerar otras ponderaciones, y formular y demostrar el respectivo teo-
rema de equivalencia; por ejemplo considerar como ponderación para la estimación de
las funciones no lineales el doble de la ponderación usada para la estimación del vector
de parámetros. En el ejemplo de ilustración se consideraron dos modelos anidados, sin
embargo, el criterio propuesto es válido en el caso general de modelos no anidados,
en su momento se hizo la respectiva observación.

En el caso de estudio, para los modelos resultantes de dos modelos compartimentales,
uno de cuatro y el otro de tres compartimientos, se obtuvieron cuatro variantes del
criterio propuesto. Se encontraron diseños óptimos locales para cada uno de los cuatro
criterios, fijando α = 0.50, es decir, una ponderación del 50 % para el procedimiento
de discriminación. Se concluye, que en general, no es posible escoger un criterio de
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optimalidad entre los cuatro que cumpla con propiedades de robustez con respecto a
la eficiencia de los diseños, es decir, que el diseño óptimo construido por el respectivo
criterio tenga eficiencias altas en todos los otros criterios considerados, incluyendo
los criterios individuales de discriminación entre los dos modelos y estimación de los
parámetros. Cada uno de los criterios considerados tiene buenas eficiencias para dis-
criminación cuando se compara con el respectivo criterio de discriminación individual,
además de eficiencias aceptables para la estimación de los parámetros. Se propuso una
metodoloǵıa para encontrar diseños h́ıbridos a partir de los diseños óptimos obtenidos
por cada uno de los cuatro criterios y se logró construir diseños con más puntos de
soporte y con eficiencias competitivas con respecto a los demás criterios considerados,
los cuatro criterios combinados y los criterios individuales para estimación y discrimi-
nación entre los dos modelos.

Se consideraron varias distribuciones a prioris, definidas de tal forma que permitieran
analizar el efecto de la distribución a priori sobre los diseños óptimos encontrados.
Mas aun, fueron usadas con el fin de analizar los cambios los diseños óptimos frente a
un posible cambio en las magnitudes de los valores locales del vector de parámetros.
Se concluye, para el ejemplo en estudio, que los diseños que usan D2-optimalidad para
discriminar y L-optimalidad para estimar las funciones no lineales, son muy parecidos
a los diseños óptimos obtenidos con las distribuciones a prioris simétricas estudiadas;
es decir, para este criterio, los diseños óptimos obtenidos son robustos al valor local
usado, permitiendo hasta un margen de error del δ = 15 % en la especificación del
vector de parámetros. Esto no ocurre en el caso de T-optimalidad, donde el quinto
punto de soporte tiende a tener pesos pequeños comparado con los pesos de los otros
puntos de soporte.

También se analizó la eficiencia de los diseños aproximados convertidos a diseños
exactos a partir de un procedimiento de redondeo. Se mostró que estos diseños poseen
eficiencias competitivas, al menos del 85 % con respecto a los diseños exactos en el
caso de observaciones independientes, con diferentes tamaños de muestra.

Se hizo un análisis inicial de lo que ocurre con los diseños óptimos en el escenario
de observaciones dependientes, con una estructura de covarianza exponencial que de-
pende de un parámetro ρ. Se hallaron los diseños óptimos con un valor fijo de ρ en
0.01 y se mostró que la eficiencia de los diseños aproximados en el caso independiente,
tienen una eficiencia para el caso correlacionado, de al menos un 84 %. Esto se hizo
para los casos donde se usó para discriminar T-optimalidad y para estimación de las
funciones no lineales ya sea L- ó DK-optimalidad.

Los diseños óptimos aproximados se hallaron numéricamente a partir de algoritmos
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propuestos en la literatura para la obtención de estos ( Fedorov y Hackl (1997));
adicionalmente se propuso un método alternativo para hallar los diseños óptimos,
que se ha mostrado, al menos en los diseños hallados en esta tesis, ser más rápido
que los hallados usando los algoritmos tradicionales. Con los ejemplos, para diseños
aproximados se mostró que el procedimiento alternativo funciona bien, ya que todos
los diseños obtenidos verificaron el teorema de equivalencia respectivo. Este mismo
procedimiento alternativo, fue usado para obtener los diferentes diseños exactos, y a
partir de diferentes diseños iniciales se verificó que en efecto el diseño óptimo obtenido
era el mismo.

Ĺıneas de investigación:

Diseños óptimos en farmacocinética poblacional univariada. Se necesita hacer in-
vestigación en el caso donde los parámetros del modelo, por ejemplo, las tasas de
transferencia no son constantes sino que vaŕıan de individuo a individuo. Es decir,
hacer un análisis de diseños óptimos, con los mismos objetivos: discriminación y esti-
mación de funciones no lineales, para modelos no lineales mixtos donde el vector de
parámetros tiene una distribución conocida. Para el caso de una respuesta univariada
y estimación del vector promedio de los parámetros, ver los trabajos de Stroud et al.
(2001).

Diseños óptimos en farmacocinética poblacional multivariada. Se necesita hacer más
investigación en el caso de observaciones correlacionadas, por ejemplo generalizar el
criterio de optimalidad para el caso donde se tienen d-respuestas en cada tiempo para
cada individuo, en el caso del ejemplo estudiado, si además de tener la medida de la
concentración en el compartimiento central se tiene la medida de un compartimiento
periférico. En Gueorguieva, et al. (2007) y Gueorguieva, et al. (2006) estudian diseños
óptimos para el caso donde se tienen d-respuestas para un mismo individuo y los
parámetros son considerados aleatorios.

Diseños óptimos con diferentes estructuras de covarianza. Se propone hacer un estudio
de los diseños óptimos con observaciones correlacionadas pero donde en la matriz de
información también se considere el parámetro ρ de la matriz de covarianza. Hacer un
estudio comparativo con diferentes estructuras de covarianza, con el fin de responder
a la pregunta ¿qué efectos tienen diferentes estructuras de covarianza en los diseños
óptimos obtenidos?.

Diseños óptimos Bayesianos. Estudiar los diseños óptimos para múltiples objetivos a
partir de la construcción de una función de utilidad apropiada que reuna los diferentes
objetivos. Para el caso lineal, Spezzaferri (1988) propuso una función de utilidad
para discriminar entre dos modelos y estimar los parámetros, usó función de utilidad
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cuadrática modificada.

Diseños óptimos usando medidas de no linealidad. Estudiar la forma como se ven
afectados los diseños óptimos cuando se consideran medidas de no linealidad de la
superficie esperada, como por ejemplo las medidas de curvatura asociada a los efectos
de los parámetros y la medida de curvatura intŕınseca. Trabajos en esta dirección son
propuestos por: O’Brien y Rawlings (1996) y más recientemente por Diamon y Goto
(2007).



Apéndice A

A.1. Algoritmo para φ-optimalidad

Para φ un criterio de optimalidad cóncavo y diferenciable, según Sección 3.4; con
función de sensibilidad asociada D(t; ξ).El siguiente es un algoritmo que considera las
diferentes consideraciones propuestas en Fedorov y Hackl (1997) pág. 45 − 51 para
criterios de optimalidad cóncavos.

Se inicia con un diseño inicial ξ0, tal que φ(ξ0) <∞,

1. Hallar t+0 tal que:

t+0 = arg máx
t>0

D(t; ξ0) = arg mı́n
t>0

{−D(t; ξ0)} ,

2. hallar α
′

0 = arg máxα ∆2

(

(1 − α) ξ0 + αξt+
0

)

, siendo ξt+
0

una medida concentrada en

el punto t+0 .

3. encontrar t−0 y t0 definidos como:

t−0 = arg máx
t∈Supp(ξ0)

{−D (t; ξ0)} , t0 = arg mı́n
[
−D

(
t+0 ; ξ0

)
, D
(
t−0 ; ξ0

)]
,

4. construir el nuevo diseño:
ξ1 = (1 − α0) ξ0 + α0ξt0 ,

con:

α0 =

{
α

′

0, si t0 = t+0

−mı́n
(

α
′

0,
ξ0(t−

0
)

1−ξ0(t−
0

)

)

, si t0 = t−0 .

5. hacer ξ0 = ξ1,

6. ir al paso 1 y continuar hasta que algún criterio de convergencia se cumpla.
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Los αs’ iniciales se toman de tal forma que satisfagan la siguiente relación:

α
′

s = arg mı́n
α

−φ [(1 − α)ξs + αξ(xs)] .

En la siguiente sección se presenta el algoritmo para el caso del diseño T-óptimo.
Difiere de los demás criterios al no involucrar el cálculo de la matriz de información.

A.2. Algoritmo para T-optimalidad

Dado un diseño inicial ξ0, Θ0
1 conocido. Considere las funciones Ψ2(t; ξ0) y ∆2(ξ0)

definidas en la sección 3.7, página 45.

1. Hallar Θ∗
2 = arg mı́nΘ2

∫

χ

{
η1T

(
Θ0

1; t
)
− η2 (Θ2; t)

}2
dξ0(t),

2. hallar t+0 tal que:

t+0 = arg máx
t>0

Ψ2(t; ξ0) = arg mı́n
t>0

{−Ψ2(t; ξ0)} ,

3. hallar α
′

0 = arg máxα ∆2

(

(1 − α) ξ0 + αξt+
0

)

,

4. encontrar t−0 y t0 definidos como:

t−0 = arg máx
t∈Supp(ξ0)

{−Ψ2 (t, ξ0)} , t0 = arg mı́n
[
−Ψ2

(
t+0 , ξ0

)
, Ψ2

(
t−0 , ξ0

)]
,

5. construir el nuevo diseño:
ξ1 = (1 − α0) ξ0 + α0ξt0 ,

con:

α0 =

{
α

′

0, si t0 = t+0

−mı́n
(

α
′

0,
ξ0(t−

0
)

1−ξ0(t−
0

)

)

, si t0 = t−0 .

6. hacer ξ0 = ξ1, y continuar sucesivamente hasta que algún criterio de convergencia sea
satisfecho.

A.3. Procedimiento alternativo

A continuación se expone una forma genérica de las funciones consideradas para
optimización. En general lo que busca el procedimiento es optimizar una función en
2s parámetros, e internamente estandarizar los últimos s-valores con el fin de que
sumen la unidad. Al final del algoritmo se presenta un ejemplo programado en el
lenguaje R.
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1. Sea s el número de puntos de soporte del diseño óptimo, s es conocido.

2. Defina inicialmente la función de optimalidad donde uno de sus argumentos es
el diseño, ξ. Denote esta función por phi.

3. Defina una nueva función, cuyo argumento sea un vector, v, de dimensión 2×s.
Alĺı estandarice las últimas s-componentes de v, calcule el diseño xi y luego
evalue la función phi.

4. Por último use algún optimizador para minimizar la función anterior.

En el siguiente ejemplo se muestra como funciona para D-optimalidad, en el caso del
modelo cuadrático, donde x ∈ [0, 1].

#1. Se define la función f(x):

fx <- function(x) as.matrix(c(1,x,x^{2}))

#2. Cálculo de la matriz de momentos, xi es una matriz de orden 2 x s

Mom <- function(xi)

{

x <- as.matrix(xi[1,]); w <- xi[2,]

X <- t(apply(x,1,fx)); W <- diag(w); Mom <- t(X)%*%W%*%X

return(Mom)

}

#3. Definición de la función a minimizar: -log(|M(xi)|)

phi <- function(xi) -log(det(Mom(xi)))

#4. La función apropiada a minimizar: con argumento un vector de

# dimension 2s, las primeras s componentes son los puntos de

# soporte y los últimos s son los pesos.

g <- function(dis)

{

ss <- length(dis); s <- ss/2

xi <- matrix( c( dis[1:s],dis[(s+1):ss]/sum(dis[(s+1):ss] )),ncol=s,byrow=T)

au <- phi(xi)

return(au)

}

#5. Se minimiza g:

#Valores iniciales del dise~no:

disini<-c(0.2,0.8,0.9,0.2,0.3,0.5)

ss <-length(disini)

s <-ss/2

res <-nlminb(disini, g, lower =c(rep(0,ss)), upper = c(rep(1,ss)))
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soportexicand <- res$par[1:s] # 0.0 0.5 1.0

pesosxicand <- res$par[(s+1):ss]/sum(res$par[(s+1):ss]) # 0.33 0.33 0.33



Apéndice B

B.1. Gradiente de la función ηC(t; Θ), modelo I

El gradiente de la función ηC(t; Θ) está dado por:

f(t; Θ)T = ∇ηT
C(t; Θ) =

[
f1(t; Θ) . . . f6(t; Θ)

]
,

donde:

1. f1(t; Θ) = ∂η1

∂θ1
= A0

{

h1(Θ)e−θ1t +
∑3

j=1 hj+1 (Θ) eλjt
}

+ θ1A0Expr0, siendo:

Expr0 = −h1(Θ)te−θ1t +
∂h1(Θ)

∂θ1
e−θ1t +

3∑

j=1

(
∂hj+1(Θ)

∂θ1
eλjt

)

.

2. fi(t; Θ) = ∂ηC

∂θi
= θ1A0

{
∂h1(Θ)

∂θi
e−θ1t +

∑3
j=1

[

hj+1 (Θ) t
∂λj

∂θi
eλjt +

∂hj+1(Θ)
∂θi

eλjt
]}

, váli-

do para i = 2, . . . , 6.

B.2. Caracteŕısticas de interés, modelo I.

En esta sección se presentan las expresiones para el área bajo la curva de concentración, el
tiempo para la concentración máxima, la concentración máxima, y el primer tiempo donde
la concentración alcanza un porcentaje preestablecido de la concentración máxima. También
se dan las derivadas, en el caso donde las observaciones se toman en el compartimiento C.

1. H1(Θ) = Area =
∫∞
0 ηC(t; Θ)dt = − θ3θ5A0

λ1λ2λ3
= − θ3θ5A0

−θ3θ5θ6
= A0

θ6
. Además en este caso el

gradiente de H1 está dado por:

∇H1 =
[
0 0 0 0 0 −A0/θ2

6

]T
.

2. H2(Θ) = tmáx, no se puede encontrar una expresión cerrada. H2(Θ) se obtiene re-
solviendo numéricamente la siguiente ecuación:

∂ηC(t; Θ)

∂t
= 0 = θ1A0

[

−θ1h1(Θ)e−θ1t + λ1h2(θ)e
λ1t + h3(θ)λ2e

λ2t + h4(θ)λ3e
λ3t
]

.

120
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En este caso el gradiente de H2, ∇H2, se halla derivando impĺıcitamente la ecuación
anterior y luego despejando ∂H2(Θ)

∂θi
, i = 1, . . . , 6. Tomando t = tmáx, se muestra que:

∂H2(Θ)

∂θ1
=

−
(

θ1h1(Θ)te−θ1t − θ1
∂h1(Θ)

∂θ1
e−θ1t − h1(Θ)e−θ1t +

∑3
i=1 λi

∂hi+1(Θ)
∂θ1

eλit
)

θ2
1h1(Θ)e−θ1t +

∑3
i=1 λ2

i hi+1(Θ)eλit
,

∂H2(Θ)

∂θi
=

θ1
∂h1(Θ)

∂θi
e−θ1t −

∑3
j=1

[

λje
λjt
(

∂hj+1(Θ)
∂θi

+ hj+1(Θ)t
∂λj

∂θi

)

+ hj+1(Θ)eλjt ∂λj

∂θi

]

θ2
1h1(Θ)e−θ1t +

∑3
j=1 λ2

jhj+1(Θ)eλjt
,

para i = 2, . . . , 6.

Las derivadas de las ráıces, λi, con respecto a cada uno de los parámetros, están dadas
por las siguientes expresiones:
Para abreviar, denote por T1 =

∑

i6=1 θi, T2 = (θ2 + θ3 + θ6)θ5 + θ3(θ4 + θ6);

∂λi

∂θ1
= 0,

∂λi

∂θ2
=

−λ2
i − λiθ5

3λ2
i + 2T1λi + T2

∂λi

∂θ3
=

−λ2
i − λi (θ4 + θ5 + θ6) − θ5θ6

3λ2
i + 2T1λi + T2

,
∂λi

∂θ4
=

−λ2
i − λiθ3

3λ2
i + 2T1λi + T2

∂λi

∂θ5
=

−λ2
i − λi (θ2 + θ3 + θ6) − θ3θ6

3λ2
i + 2T1λi + T2

,
∂λi

∂θ6
=

−λ2
i − λi (θ5 + θ3) − θ3θ5

3λ2
i + 2T1λi + T2

.

Las funciones hi(Θ) tienen las siguientes derivadas:

∂h2(Θ)

∂θ1
= −

(λ1 + θ3)(λ1 + θ5)

(λ3 − λ1)(λ2 − λ1)(λ1 + θ1)2

∂h2(Θ)

∂θj
=

(λ3 − λ1)(λ2 − λ1)(λ1 + θ1)
[

(λ1 + θ3)
∂λ1

∂θj
+ (λ1 + θ5)

∂λ1

∂θj

]

− Expr1(j)

(λ3 − λ1)2(λ2 − λ1)2(λ1 + θ1)2
, j = 2, 4, 6

Expr1(j) = (λ1 + θ3) (λ1 + θ5)

{

(λ3 − λ1)

[

(θ1 + λ1)

(
∂λ2

∂θj
−

∂λ1

∂θj

)

+ (λ2 − λ1)
∂λ1

∂θj

]

+(λ2 − λ1)(θ1 + λ1)

(
∂λ3

∂θj
−

∂λ1

∂θj

)}

j = 2, . . . , 6

∂h2(Θ)

∂θ3
=

(λ3 − λ1)(λ2 − λ1)(λ1 + θ1)
[

(λ1 + θ3)
∂λ1

∂θ3
+ (λ1 + θ5)

(
∂λ1

∂θ3
+ 1
)]

− Expr1(3)

(λ3 − λ1)2(λ2 − λ1)2(λ1 + θ1)2

∂h2(Θ)

∂θ5
=

(λ3 − λ1)(λ2 − λ1)(λ1 + θ1)
[

(λ1 + θ3)
(

∂λ1

∂θ5
+ 1
)

+ (λ1 + θ5)
∂λ1

∂θ5

]

− Expr1(5)

(λ3 − λ1)2(λ2 − λ1)2(λ1 + θ1)2
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∂h3(Θ)

∂θ1
=

(λ2 + θ3)(λ2 + θ5)

(λ2 − λ3)(λ1 − λ2)(λ2 + θ1)2

∂h3(Θ)

∂θj
=

−(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ2 + θ1)
[

∂λ2

∂θj
(λ2 + θ5) + ∂λ2

∂θj
(λ2 + θ3)

]

+ Exp2(j)

(λ1 − λ2)2(λ2 − λ3)2(λ2 + θ1)2
, j = 2, 4, 6,

Exp2(j) = (λ2 + θ3) (λ2 + θ5)

{

(λ1 − λ2)

[(
∂λ2

∂θj
−

∂λ3

∂θj

)

(λ2 + θ1) + (λ2 − λ3)
∂λ2

∂θj

]

+

(
∂λ1

∂θj
−

∂λ2

∂θj

)

(λ2 − λ3) (λ2 + θ1)

}

, j = 2, . . . , 6.

∂h3(Θ)

∂θ3
=

−(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ2 + θ1)
[(

∂λ2

∂θ3
+ 1
)

(λ2 + θ5) + ∂λ2

∂θ3
(λ2 + θ3)

]

+ Expr2(3)

(λ1 − λ2)2(λ2 − λ3)2(λ2 + θ1)2

∂h3(Θ)

∂θ5
=

−(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ2 + θ1)
[

∂λ2

∂θ5
(λ2 + θ5) +

(
∂λ2

∂θ5
+ 1
)

(λ2 + θ3)
]

+ Expr2(5)

(λ1 − λ2)2(λ2 − λ3)2(λ2 + θ1)2

∂h4(Θ)

∂θ1
= −

(λ3 + θ3)(λ3 + θ5)

(λ2 − λ3)(λ1 − λ3)(λ3 + θ1)2

∂h4(Θ)

∂θj
=

(λ2 − λ3) (λ1 − λ3) (λ3 + θ1)
[

∂λ3

∂θj
(λ3 + θ5) + ∂λ3

∂θj
(λ3 + θ3)

]

− Expr3(j)

(λ2 − λ3)2(λ1 − λ3)2(λ3 + θ1)2
, j = 2, 4, 6,

Expr3(j) = (λ3 + θ3) (λ3 + θ5)

{

(λ2 − λ3)

[(
∂λ1

∂θj
−

∂λ3

∂θj

)

(λ3 + θ1) + (λ1 − λ3)
∂λ3

∂θj

]

+

(
∂λ2

∂θj
−

∂λ3

∂θj

)

(λ1 − λ3) (λ3 + θ1)

}

, j = 2, . . . , 6.

∂h4(Θ)

∂θ3
=

(λ2 − λ3) (λ1 − λ3) (λ3 + θ1)
[(

∂λ3

∂θ3
+ 1
)

(λ3 + θ5) + ∂λ3

∂θ3
(λ3 + θ3)

]

− Expr3(3)

(λ2 − λ3)2(λ1 − λ3)2(λ3 + θ1)2
,

∂h4(Θ)

∂θ5
=

(λ2 − λ3) (λ1 − λ3) (λ3 + θ1)
[

∂λ3

∂θ5
(λ3 + θ5) +

(
∂λ3

∂θ5
+ 1
)

(λ3 + θ3)
]

− Exp3(5)

(λ2 − λ3)2(λ1 − λ3)2(λ3 + θ1)2
.

3. H3(Θ) = ηC(tmáx; Θ), concentración máxima. El gradiente de esta función está dado
por:

∇H3 =
[

∂H3

∂θ1

∂H3

∂θ2

∂H3

∂θ3

∂H3

∂θ4

∂H3

∂θ5

∂H3

∂θ6

]T
,
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donde:

∂H3 (Θ)

∂θ1
= A0



h1(Θ)e−θ1tmáx +
3∑

j=1

hj+1(Θ)eλjtmáx





+θ1A0




∂
(
h1(Θ)e−tmáxθ1

)

∂θ1
+

3∑

j=1

∂
(
hj+1(Θ)etmáxλj

)

∂θ1





∂H3 (Θ)

∂θi
= A0θ1




∂
(
h1(Θ)e−tmáxθ1

)

∂θi
+

3∑

j=1

∂
(
hj+1(Θ)etmáxλj

)

∂θi



 , i 6= 1.

∂
(
h1(Θ)e−tmáxθ1

)

∂θ1
= h1(Θ)e−θ1tmáx

(

−tmáx − θ1
∂tmáx

∂θ1

)

+
∂h1(Θ)

∂θ1
e−tmáxθ1

∂
(
h1(Θ)e−tmáxθ1

)

∂θi
= h1(Θ)e−θ1tmáx

(

−θ1
∂tmáx

∂θi

)

+
∂h1(Θ)

∂θi
e−tmáxθ1 , i > 1.

∂
(
hj+1(Θ)etmáxλj

)

∂θi
= hj+1(Θ)

(

etmáxλj

(
∂tmáx

∂θi
λj + tmáx

∂λj

∂θi

))

+
∂hj+1(Θ)

∂θi
etmáxλj ,

j = 1, 2, 3; i = 1, . . . , 6.

En este caso: ∂tmáx

∂θi
= ∂H2(Θ)

∂θi
, i = 1, . . . , 6.

4. H4 (Θ) = Tk, 0 < k < 1, siendo Tk el primer tiempo donde la concentración en
el compartimiento C alcanza un 100k % de su concentración máxima. Es decir, Tk

satisface:
ηC (Tk; Θ) = kηC (tmáx; Θ) ,

equivalente a:

h1 (Θ)
[

e−θ1Tk − ke−θ1tmáx

]

+
3∑

j=1

hj+1 (Θ)
[

eλjTk − keλjtmáx

]

= 0. (B.1)

Al derivar impĺıcitamente la ecuación B.1 con respecto a cada componente de Θ, se
obtienen las siguientes expresiones:

P1(Θ) = −θ1h1 (Θ) e−θ1Tk + λ1h2 (Θ) eλ1Tk + λ2h3 (Θ) eλ2Tk + λ3h4 (Θ) eλ3Tk

P2(Θ) =

(

Tkh1 (Θ) −
∂h1 (Θ)

∂θ1

)

e−Tkθ1 −
3∑

j=1

(
∂hj+1 (Θ)

∂θ1
eλjTk

)

+ke−θ1tmáx

[
∂h1 (Θ)

∂θ1
− h1 (Θ)

(

tmáx + θ1
∂tmáx

∂θ1

)]

+

3∑

j=1

keλjtmáx

(
∂hj+1 (Θ)

∂θ1
+ λjhj+1 (Θ)

∂tmáx

∂θ1

)
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P3(Θ; j) = ke−tmáxθ1

(
∂h1 (Θ)

∂θj
− θ1h1 (Θ)

∂tmáx

∂θj

)

+k
3∑

i=1

eλitmáx

[
∂hi+1 (Θ)

∂θj
+ hi+1 (Θ)

(

tmáx
∂λi

∂θj
+ λi

∂tmáx

∂θj

)]

, j ≥ 2.

P4(Θ; j) = −
∂h1 (Θ)

∂θj
e−θ1Tk −

3∑

i=1

eλiTk

(
∂hi+1 (Θ)

∂θj
+ Tkh2 (Θ)

∂λi

∂θj

)

, j ≥ 2.

∂H4 (Θ)

∂θ1
=

∂Tk

∂θ1
=

P2(Θ)

P1(Θ)

∂H4 (Θ)

∂θj
=

P3 (Θ, j) + P4 (Θ, j)

P1 (Θ)
, j ≥ 2.

B.3. Gradiente de la función ηC(t; B), modelo II

El gradiente de la función ηC(t; B) viene dado por:

w (t; B)T = ∇ηT
C (t; B) =

[
w1 (B) w2 (B) w3 (B) w4 (B)

]
,

donde:

1. S (B) = r1 (B) e−tβ1 + r2 (B) eλ1t + r3 (B) eλ2t.

2. ∂r1(B)
∂β1

= −∂r2(B)
∂β1

− ∂r3(B)
∂β1

.

3. ∂r2(B)
∂β1

= − λ1+β3

(λ1+β1)2
.

4. ∂r3(B)
∂β1

= λ2+β3

(λ2+β1)2

5. ∂r2(B)
∂βj

= −
(λ1+β1)

(

∂λ1
∂βj

+I{3}(j)

)

−(λ2+β3)

(

∂λ2
∂βj

)

(λ2+β1)2
, j ≥ 2.

6. ∂r1(B)
∂βj

= −∂r2(B)
∂βj

− ∂r3(B)
∂βj

,j > 1.

7. ∂S(B)
∂β1

= −tr1 (B) e−tβ1 + e−tβ1
∂r1(B)

∂β1
+ ∂r2(B)

∂β1
eλ1t + ∂r3(B)

∂β1
eλ2t.

8. w1 (B) = A0β1

λ1−λ2

∂S(B)
∂β1

+ S(B) A0

λ1−λ2
.

9. ∂S(B)
∂βj

= e−tβ1
∂r1(B)

∂βj
+ ∂r2(B)

∂βj
eλ1t + r2(B)t∂λ1

∂βj
eλ1t + r3(B)t∂λ2

∂βj
eλ2t + eλ2t ∂r3(β)

∂β2
, j > 1.

10. wj (B) = A0β1

λ1−λ2

∂S(B)
∂βj

− S (B)A0β1

∂λ1
∂βj

− ∂λ2
∂βj

(λ1−λ2)2
, j = 2, 3, 4.
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B.4. Caracteŕısticas de interés, modelo II

1. G1 (B) =Área=
∫∞
0 ηC(t; B)dt = A0

β4
. El gradiente de G1 está dado por:

∇G1 =
[
0 0 0 −A0/β2

4

]
.

2. G2 (B) = tmáx. Resulta como solución numérica de la ecuación:

∂ηC (t; B)

∂t
= 0 =

A0β1

λ1 − λ2

[

−β1r1 (B) e−tβ1 + r2 (B) λ1e
λ1t + r3 (B)λ2e

λ2t
]

,

equivalente a:

[

−β1r1 (B) e−tβ1 + r2 (B)λ1e
λ1t + r3 (B) λ2e

λ2t
]

= 0 (B.2)

Y el gradiente de G2 (B) se halla al derivar impĺıcitamente la ecuación B.2, con
respecto a cada parámetro. Se muestra fácilmente que:

Deno = β2
1r1 (B) e−β1tmáx + λ2

1r2 (B) eλ1tmáx + λ2
2r3 (B) eλ2tmáx

Num = β1
∂r1 (B)

∂βj
e−β1tmáx − eλ1tmáx

(

λ1
∂r2 (B)

∂βj
+ λ1r2 (B) tmáx

∂λ1

∂βj
+ r2 (B)

∂λ1

∂βj

)

−eλ2tmáx

(

λ2
∂r3 (B)

∂βj
+ λ2r3 (B) tmáx

∂λ2

∂βj
+ r3 (B)

∂λ2

∂βj

)

,

∂G2 (B)

∂β1
=

β1e
−β1tmáx

(
∂r1(B)

∂β1
− tmáxr1 (B) + r1 (B) /β1

)

− λ1
∂r2(B)

∂β1
eλ1tmáx − λ2

∂r3(B)
∂β1

eλ2tmáx

Deno
.

∂G2 (B)

∂βj
=

Num

Deno
, j ≥ 2.

3. G3 (B) = ηC (tmáx; B), concentración máxima. Su gradiente asociado está dado por:

S(B) = r1(B)e−β1tmáx + r2(B)eλ1tmáx + r3(B)eλ2tmáx .

∂G3 (B)

∂β1
=

A0

λ1 − λ2

[

S (B) + β1
∂S(B)

∂β1

]

,

∂S(B)

∂β1
= e−β1tmáx

[
∂r1 (B)

∂β1
+ r1 (B)

(

−tmáx − β1
∂G2 (B)

∂β1

)]

+eλ1tmáx

[
∂r2 (B)

∂β1
+ r2 (B) λ1

∂G2 (B)

∂β1

]

+eλ2tmáx

[
∂r3 (B)

∂β1
+ r3 (B) λ2

∂G2 (B)

∂β1

]

.
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∂G3 (B)

∂βj
=

A0β1

(λ1 − λ2)

[

−

∂λ1

∂βj
− ∂λ2

∂βj

λ1 − λ2
S(B) +

∂S (B)

∂βj

]

, j ≥ 2.

∂S (B)

∂βj
= e−β1tmáx

[
∂r1 (B)

∂βj
− r1 (B) β1

∂G2 (B)

∂βj

]

+eλ1tmáx

[
∂r2 (B)

∂βj
+ r2 (B)

(

λ1
∂G2 (B)

∂βj
+ tmáx

∂λ1

∂βj

)]

+eλ2tmáx

[
∂r3 (B)

∂βj
+ r3 (B)

(

λ2
∂G2 (B)

∂βj
+ tmáx

∂λ2

∂βj

)]

j ≥ 2.

4. G4 (B) = Tk, 0 < k < 1 siendo Tk el primer tiempo donde la concentración en
el compartimiento C alcanza un 100k % de su concentración máxima. Es decir, Tk

satisface:
ηC (Tk; B) = kηC (tmáx; B) ,

equivalente a que:

r1 (B)
[

e−β1Tk − ke−β1tmáx

]

+ r2 (B)
[

eλ1Tk − keλ1tmáx

]

+ r3 (B)
[

eλ2Tk − keλ2tmáx

]

= 0.

(B.3)

Al derivar impĺıcitamente la ecuación B.3 con respecto a cada componente de B, se
obtienen las siguientes expresiones:

S1 (B) = −β1r1 (B) e−β1Tk + λ1r2 (B) eλ1Tk + λ2r3 (B) eλ2Tk

S2 (B) = e−β1Tk

(

Tkr1 (B) −
∂r1 (B)

∂β1

)

+ ke−β1tmáx

(
∂r1 (B)

∂β1
−

(

tmáx + β1
∂G2 (B)

∂β1

)

r1 (B)

)

+keλ1tmáx

(
∂r2 (B)

∂β1
+ r2 (B) λ1

∂G2 (B)

∂β1

)

+ keλ2tmáx

(
∂r3 (B)

∂β1
+ r3 (B)λ2

∂G2 (B)

∂β1

)

−eλ1Tk
∂r2 (B)

∂β1
− eλ2Tk

∂r3 (B)

∂β1
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S3 (B) = −e−Tkβ1
∂r1 (B)

∂βj
+ ke−β1tmáx

(
∂r1 (B)

∂βj
− β1r1 (B)

∂G2 (B)

∂βj

)

+keλ1tmáx

[
∂r2 (B)

∂βj
+ r2 (B)

(

λ1
∂G2 (B)

∂βj
+ tmáx

∂λ1

∂βj

)]

+keλ2tmáx

[
∂r3 (B)

∂βj
+ r3 (B)

(

λ2
∂G2 (B)

∂βj
+ tmáx

∂λ2

∂βj

)]

+eλ1Tk

(

−
∂r2 (B)

∂βj
− r2 (B) Tk

∂λ1

∂βj

)

+ eλ2Tk

(

−
∂r3 (B)

∂βj
− r3 (B)Tk

∂λ2

∂βj

)

, j ≥ 2.

∂G4 (B)

∂β1
=

∂tmáx

∂β1
=

S2 (B)

S1 (B)

∂G4 (B)

∂βj
=

∂tmáx

∂βj
=

S3 (B)

S1 (B)
, j ≥ 2.
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Anexos

En esta última parte del trabajo se anexan cuatro contribuciones que se presentaron en
diferentes eventos. Los dos primeros anexos fueron documentos editados de dos posters pre-
sentados en el congreso Moda 8, Model Oriented Data Analysis en junio de 2007; Almagro,
España y en el evento: First Canada and Mexico Statistics Meeting en febrero de 2008,
CIMAT, Guanajuato, Gto. México. En el primer trabajo se estudiaron diseños L- y DA-
óptimos para un primer modelo de compartimientos que inicialmente fue considerado. En
el segundo trabajo se reportaron algunas de las aportaciones presentadas en el caṕıtulo 4.
Los últimos dos anexos son publicaciones hechas en la Revista Colombiana de Estad́ıstica,
2007, sobre una introducción a los diseños óptimos; y en las Memorias del XXI Foro Nacional
de Estad́ıstica, 2007, donde se hace una exposición somera de los diseños experimentales
óptimos en un modelo de compartimientos.
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ANEXO I

Poster session in: Moda 8

Bayesian L-optimal and DA-optimal Designs for a

Compartmental Model.

1 Introduction

We are interested in a four compartment model. The compartmental model is usually
used in pharmacokinetics. Pharmacokinetics is dedicated to the study of the time course
of substances and their relationship with an organism. A pharmacokinetic model is used
to describe the concentration of such substances into the organism over time. In this
area, practitioners are usually interested in several pharmacokinetic parameters, namely
the total clearance (CLt), the volume of distribution (Vd) and the area under the curve
(auc), among others, which are related through nonlinear functions. For instance, the
total clearance is related to the dose (Do) and the area under the concentration curve
through the function: Clt = Do

auc
, see Clark and Smith (1989) and ?. Pharmacokinetic data

is gathered for each subject over time, so the first issue is to define the optimal sampling
times in order to estimate several characteristics in the compartmental model of interest,
see Section 2. In this work, we find optimal experimental designs for a nonlinear model
arising in the last compartment, C, (for similar works see Atkinson et al. (1993), Allen
(1983), Stroud et al. (2001) and Waterhouse (2005)). The optimization is performed with
respect to various criteria which depend on the Fisher information matrix. In Section 3
we will define the Bayesian L-optimality and Bayesian DA-optimal criteria (generalized
determinant criterion) in order to obtain optimal sampling times for estimating several
nonlinear functions of the parameters (rates of transfer) as the total area under the con-
centration curve, the maximum concentration and the time to maximum concentration
(Atkinson and Donev (1992)). Several prior distributions have been used for both criteria
and we have obtained all optimal designs by using the algorithms proposed in Fedorov
and Hackl (1997), see Section 4. All efficiencies are provided and compared.

2 The Compartmental Model

We are interested in the following four compartment model, with reversible rates in the
last two compartments: where θi, i = 1, . . . , 5 are called rates of transfer.

1
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A D B C
θ5 θ1

θ2

θ3

θ4

Figure 1: Four Compartment Model

This model has associated with the following linear system of ordinary differential equa-
tions: (ΘT = (θ1, . . . , θ5))

dηA(Θ, t)

dt
= −θ5ηA(Θ, t),

dηD(Θ, t)

dt
= θ5ηA(Θ, t) − θ1ηD(Θ, t),

dηB(Θ, t)

dt
= θ1ηD(Θ, t) − θ2ηB(Θ, t) + θ3ηC(Θ, t),

dηC(Θ, t)

dt
= θ2ηB(Θ, t) − (θ3 + θ4)ηC(Θ, t),

where η(∗) denotes the concentration in the compartment (∗). By solving the last system,
we obtain the solution for the concentration of compartment C:

ηC(Θ, t) = g1(Θ)
[

g2(Θ)e−θ1t + g3(Θ)e−θ5t + g4(Θ)ek(1)t + g5(Θ)ek(2)t
]

(1)

where:

g1(Θ) =
θ1C0θ5(k(2)+θ2)(k(1)+θ2)

θ3(θ5−θ1)(k(1)−k(2))
, g2(Θ) = k(2)−k(1)

(k(1)+θ1)(k(2)+θ1)
,

g3(Θ) = k(1)−k(2)

(k(1)+θ5)(k(2)+θ5)
, g4(Θ) = θ1−θ5

(k(1)+θ1)(k(1)+θ5)
,

g5(Θ) = θ5−θ1

(k(2)+θ1)(k(2)+θ5)
,

and:

k(1)k(2) = θ2θ4, k(1) + k(2) = θ2 + θ3 + θ4, C0 = ηA(Θ, 0).

We consider the following characteristics of interest:

• Area under the curve: H1(Θ) =
∫∞
0 ηC(Θ, t)dt.
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• Time to maximum concentration: H2(Θ) = tmax = arg maxt ηC(Θ, t).

• Maximum concentration: H3(Θ) = ηC(Θ, tmax).

• Total rates: H4(Θ) =
∑5

i=1 θi.

• Difference between reversible rates: H5(Θ) = θ2 − θ3.

Let ξ =

(

t0 t1 . . . tk
w0 w1 . . . wk

)

be an approximate design where ti ∈ [0,∞), wi > 0 and

∑

i wi = 1.

The purpose of this work is to obtain designs, ξ, that estimate all previous characteristics in
an optimal way. In what follows, K(Θ) denotes the matrix where the column j is the gradient
function of Hj(Θ), f(t, Θ) is the gradient function associated with ηC(Θ, t), and M(ξ,Θ) is the
Fisher information matrix defined by M(ξ,Θ) =

∫
f(t, Θ)fT (t, Θ)dξ(t). We emphasize, in this

case, that the optimal designs depend on a local value of Θ. We are interested in finding optimal
designs when some prior distribution for Θ is known.

3 Bayesian L-optimality and DA-optimality Criteria

We consider the following definitions:

1. The design ξ∗ is a Bayesian L-optimal design with respect to the prior distribution π,
abbreviated by Lπ-optimal, if:

ξ∗ = arg min
ξ

Eπ

[
Tr
(
KT (Θ)M−(Θ, ξ)K(Θ)

)]

= arg min
ξ

∫

Tr
(
KT (Θ)M−(Θ, ξ)K(Θ)

)
π(Θ)dΘ

It is known by applying the equivalence theorem, Fedorov and Hackl (1997), that: ξ∗ is a
Lπ-optimal design if and only if:

∀t ∈ [0,∞) Eπ

[
fT (t)M−(ξ∗)KKT M−(ξ∗)f(t) − Tr

(
KT M−(ξ∗)K

)]
≤ 0.

2. The design ξ∗ is a Bayesian DA-optimal design with respect to a prior distribution π,
abbreviated by DAπ-optimal if:

ξ∗ = arg min
ξ

Eπ

[
− log

∣
∣A(Θ)M−1(ξ,Θ)AT (Θ)

∣
∣
]

= arg min
ξ

∫

− log
∣
∣A(Θ)M−1(ξ,Θ)AT (Θ)

∣
∣π(Θ)dΘ

Again, from the equivalence theorem: ξ∗ is a DAπ-optimal design if and only if:

∀t ∈ [0,∞) Eπ

[

fT (t)M−1 (ξ)AT
(
AM−1 (ξ) AT

)−1
AM−1 (ξ) f (x)

]

− k′ ≤ 0;

where k′ is the number of rows of A. In our case, A = KT .
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In both cases f(t), M−(ξ∗) and K are functions of Θ. The expression on the left side is called
the variance function.

4 Results

In order to analyze the effect of the prior distribution in the optimal design for both criteria, we
consider three families of prior distributions. These families are a subset of all uniform discrete
distributions defined in some appropriate subset of R

5. They vary around some local value of
Θ, Θ0.

1. Symmetric Prior Distribution, denoted by S(δ). The support of any member of this family
contains Θ0 and all combinations defined on:

ΩIδ =
{
Θ ∈ R

5 : Θ ∈ (1 ± δ)Θ0

}

2. Left Asymmetric Prior Distribution, denoted by LA(δ). The support of any member of
this family contains Θ = (1 − δ/2)Θ0 and all combinations defined on:

ΩIIδ = {Θ0} ∪
{
Θ ∈ R

5 : Θ ∈ (1 − δ)Θ0

}
.

3. Right Asymmetric Prior Distribution, denoted by RA(δ). The support of this family
contains Θ = (1 + δ/2)Θ0 and all combinations defined on:

ΩIIIδ = {Θ0} ∪
{
Θ ∈ R

5 : Θ ∈ (1 + δ)Θ0

}
.

In what follows, A prior distribution whose support is either ΩIδ or ΩIIδ or ΩIIIδ would be
denoted by Sπδ, LAπδ or RAπδ, respectively.
We obtain optimal design numerically in the case when ΘT

0 = (1.10 2.82 2.17 0.54 1.57), and
δ ∈ {0.10, 0.12, 0.14, 0.16}. Also, we consider the prior distribution whose support is the set:
{Θ0} ∪

⋃

δ∈{0.10,0.12,0.14,0.16} ΩIδ, abbreviated by π0.10 : π0.16.
We use the algorithms proposed by Fedorov and Hackl (1997), with small changes in order to
obtain the optimal designs. We check the optimality for each design by applying the equiva-
lence theorem, see Figure 2. Figure 2 shows the variance functions associated with each optimal
design for each prior distribution. Figure 3 shows the support points from optimal designs for
all prior distributions.
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Figure 2: Variance functions for the optimal designs associated with Symmetric (S),
Left Asymmetric (LA) and Right Asymmetric (RA) prior distributions by Lπ and DAπ-
optimality criteria.
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Figure 3: Support points associated to optimal designs for all prior distributions.



ANEXO I 7

5 Efficiency

In order to compare both criteria we evaluate the efficiency of each criteria, defined by:

1. If ξ∗ is Lπ-optimal design, then the efficiency for Lπ-optimality is:

eLπ(ξ) =
Eπ

[
Tr
(
KT (Θ)M−(ξ∗, Θ)K(Θ)

)]

Eπ [Tr (KT (Θ)M−(ξ,Θ)K(Θ))]
.

2. If ξ∗ is a DAπ-optimal design, then the efficiency for DAπ-optimality is:

eDAπ
(ξ) =

Eπ

[∣
∣KT (Θ)M−(ξ∗, Θ)K(Θ)

∣
∣
]

Eπ [|KT M−(ξ,Θ)K|]
.

Table 2 shows the efficiencies for Lπ-optimality and DAπ-optimality in the case when the support
of π is defined in ΩIδ, δ ∈ {0.10, 0.12, 0.14, 0.16}.

We note that the efficiencies for Lπ-optimality are varying around 0.95 while the efficiencies for
DAπ-optimality are varying around 0.65. The efficiencies for the other prior distributions are
similar.

6 Concluding Remarks

We have found all optimal designs for both criteria, in the case when we have several prior
distributions for the parameter Θ.

• The optimal weights for all Lπ optimal designs are similar, near 0.473, 0.194, 0.120, 0.096
and 0.117 respectively, while the support points have some changes, see Table 1.

• In Lπ optimal designs, the support points are varied according to the type of prior dis-
tribution used, for example, they are more dispersed in left asymmetric distributions, in
contrast with right asymmetric distributions. Similar conclusions are obtained in DAπ-
optimal designs.

• Efficiencies for both criteria are robust with respect to the prior distribution.

There is no clear advantage among the Lπ and DAπ optimal designs. The Lπ optimal designs
have higher efficiencies but the DAπ optimal designs spread the sampling weights more evenly
with the added gain of potentially better data for testing lack of fit. In conclusion, it is difficult
to decide what kind of design to use, it depends on the specific problem.



8 ANEXO I

Prior Distribution Optimal Design Criterion value

LSπ0.10

0.53082 1.49323 3.07715 5.75373 11.57869

0.47274 0.19403 0.12095 0.09622 0.11606
89090.4003

LSπ0.16

0.52961 1.48518 3.03785 5.66455 11.35624

0.47267 0.19303 0.11995 0.09623 0.11812
102363.7000

Lπ0.10:π0.16

0.53004 1.48917 3.05500 5.70407 11.45228

0.47283 0.19356 0.12047 0.09615 0.11698
95622.1763

LLAπ0.10

0.55906 1.57493 3.26268 6.11268 12.29546

0.47223 0.19387 0.12098 0.09647 0.116446
75664.1299

LLAπ0.16

0.57746 1.62559 3.35416 6.28472 12.60824

0.47091 0.19359 0.12089 0.09670 0.11791
74179.0452

LRAπ0.10

0.50625 1.42605 2.95049 5.52205 11.16529

0.47320 0.19473 0.12158 0.09607 0.11442
91512.1946

LLAπ0.16

0.49179 1.38450 2.85950 5.34594 10.80522

0.47377 0.19468 0.12142 0.09593 0.11420
99493.3058

DSπ0.10

0.71468 1.60696 3.04074 5.45354 10.17686

0.20000 0.20003 0.20002 0.19996 0.19999
29.7338

DSπ0.16

0.71571 1.60316 3.05069 5.48925 10.24924

0.20003 0.20002 0.19998 0.19999 0.19998
29.9543

DLAπ0.10

0.75088 1.68460 3.19464 5.72290 10.65551

0.20000 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000
29.6327

Dπ0.10:π0.16

0.71467 1.61067 3.04470 5.46797 10.21263

0.19999 0.20002 0.19999 0.20000 0.20000
29.7340

DLAπ0.16

0.77760 1.74168 3.29416 5.90875 11.04067

0.20001 0.19999 0.20000 0.20001 0.19999
29.6997

DRAπ0.10

0.68126 1.52229 2.87722 5.14845 9.68297

00.20000 0.19992 0.20002 0.20003 0.20003
29.6263

DRAπ0.16

0.66086 1.48342 2.81585 5.02421 9.38277

0.19997 0.19997 0.20003 0.20003 0.20000
29.6707

Table 1: Optimal design for all prior distributions.

Criterion Prior 0.10 Prior 0.12 Prior 0.14 Prior 0.16 Prior 0.10 : 0.16

Lπ − Optimal

DAπ − Optimal

1.000 0.957

0.649 1.000

1.000 0.958

0.653 1.000

1.000 0.958

0.658 1.000

1.000 0.959

0.662 1.000

1.000 0.958

0.657 1.000

Table 2: Efficiencies of Lπ-optimal designs and DAπ-optimal designs under symmetric
prior distributions.
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Optimum Designs for the Dual-Problem

Discrimination and Nonlinear Functions Estimation

for a Compartmental Model.

1 Introduction

The compartmental model is usually used in pharmacokinetics. Pharmacokinetics is ded-
icated to the study of the time course of substances and their relationship with an organ-
ism. A pharmacokinetic model is used to describe the concentration of such substances
into the organism over time. In this area, practitioners are usually interested in several
pharmacokinetic parameters, namely the total clearance (CLt), the volume of distribu-
tion (Vd) and the area under the curve (AUC), among others, which are related through
nonlinear functions. For instance, the total clearance is related to the dose (Do) and
the area under the concentration curve through the function: Clt = Do

AUC
, see Clark and

Smith (1989) and Eyzaguirre (2006). Pharmacokinetic data is gathered for each subject
over time, so the first issue is to define the optimal sampling times in order to estimate
several characteristics in the compartmental model of interest, see Section 2.

In this work, we are interested in two compartmental models, one with four components
and reversible rates of transfer and the other with three components ( see Atkinson et al.
(1993), Allen (1983), Stroud et al. (2001) and Waterhouse (2005) for similar works).
The purpose is to find optimal experimental designs for a nonlinear model arising in a
particular compartment, C, Figure 1. Optimum designs for a discrimination between
models often have very poor properties for estimation of the parameters in the chosen
model, Atkinson (2008). Here we use optimum design theory to provide designs of
known properties with a specified balance between estimation and discrimination. The
objective is obtain an optimal design in order to discriminate between both models and
estimate in optimal way several nonlinear functions of the parameters (rates of transfer)
as the total area under the concentration curve, the maximum concentration, the time to
maximum concentration and the first time where the concentration attains the 50% of the
maximum concentration (Atkinson and Donev (1992)). The optimization is performed
with respect to various criteria which depend on the Fisher information matrix. Special

1
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Figure 1: Two compartmental models, (a) Model I: Four-compartment model, with
reversible rates in the last three compartments, with rates of transfer θi, i = 1, . . . , 6, (b)
Model II: Three-compartment model, with reversible rates in the last two compartments.

attention is given to Bayesian optimal design where several prior distributions are used
and the optimal designs are obtained.

2 The Compartmental Models

We are interested in two compartmental models represented in Figure 1. The first model,
Model I, has associated the following linear system of ordinary differential equations:
(ΘT

1 = (θ1, . . . , θ6))

dηA(t; Θ1)

dt
= −θ1ηA(t; Θ1)

dηB(t; Θ1)

dt
= θ4ηC(t; Θ1) − θ5ηB(t; Θ1)

dηC(t; Θ1)

dt
= θ1ηA(t; Θ1) − (θ2 + θ4 + θ6)ηC(t; Θ1) + θ5ηB(t; Θ1) + θ3ηD(t; Θ1)

dηD(t; Θ1)

dt
= θ2ηC(t; Θ1) − θ3ηD(t; Θ1),

where η(∗) denotes the concentration in the compartment (∗). By solving the last system, we
obtain the solution for the concentration of compartment C:

ηI
C(t; Θ1) = θ1A0

[

h1 (Θ1) e−θ1t + h2 (Θ1) eλ1t + h3 (Θ1) eλ2t + h4 (Θ1) eλ3t
]

, (1)

where:
h2(Θ1) = (λ1+θ3)(λ1+θ5)

(λ3−λ1)(λ2−λ1)(λ1+θ1) , h3(Θ1) = − (λ2+θ3)(λ2+θ5)
(λ1−λ2)(λ2−λ3)(λ2+θ1) ,

h4(Θ1) = (λ3+θ3)(λ3+θ5)
(λ2−λ3)(λ1−λ3)(λ3+θ1) , h1(Θ1) = −h2(Θ1) − h3(Θ1) − h4(Θ1).
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and:
λi, i = 1, 2, 3 are solutions of the cubic polynomial:

λ3 + λ2 (θ2 + θ3 + θ4 + θ5 + θ6) + λ ((θ2 + θ3 + θ6) θ5 + (θ4 + θ6) θ3) + θ3θ5θ6 = 0,

therefore the λi, i = 1, 2, 3, satisfy:

1. −
∑3

i=1 λi =
∑6

i=2 θi,

2. λ3(λ1 + λ2) + λ1λ2 = (θ2 + θ3 + θ6)θ5 + θ3(θ4 + θ6),

3. −λ1λ2λ3 = θ3θ5θ6.

The model II has associated the following linear system of ordinary differential equations:(

ΘT
2 =

(

β1 β2 β3 β4

))

dηA (t; Θ2)

dt
= −β1ηA(t; Θ2)

dηC (t; Θ2)

dt
= β1ηA(t; Θ2) + β3ηB(t; Θ2) − (β4 + β2)ηC (t; Θ2)

dηB (t; Θ2)

dt
= β2ηC (t; Θ2) − β3ηB (t; Θ2) .

By solving the last system, we obtain the solution for the concentration of compartment C:

ηII
C (t; Θ2) =

A0β1

λ1 − λ2

[

r1 (Θ2) e−β1t + r2 (Θ2) eλ1t + r3 (Θ2) eλ2t
]

(2)

where:

r2 (Θ2) =
λ1 + β3

β1 + λ1
, r3 (Θ2) = −

λ2 + β3

β1 + λ2
, r1 (Θ2) = −(r2 (Θ2) + r3 (Θ2)),

and,

λ1λ2 = β3β4, λ1 + λ2 = −(β2 + β3 + β4).

In both models, we consider the following characteristics of interest, which are nonlinear func-
tions of Θ:

• Area under the curve: H1(Θ
0
1) =

∫∞
0 ηI

C(t; Θ0
1)dt or G1(Θ

0
2) =

∫∞
0 ηII

C (t; Θ0
2)dt.

• Time to maximum concentration: H2(Θ
0
1) = tImax = arg maxt ηI

C(t; Θ0
1) or G2(Θ

0
2) =

tII
max = arg maxt ηII

C (t; Θ0
2).

• Maximum concentration: H3(Θ
0
1) = ηI

C(tImax; Θ
0
1) or G3(Θ

0
2) = ηII

C (tII
max; Θ

0
2).

• First time to attains a 50% from maximum concentration: H4(Θ
0
1) = T I

0.5 or G4(Θ
0
2) =

T II
0.5, T0.5 satisfies: ηC(T0.5; Θ) = 0.5ηC(tmax; Θ),
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where Θ0
1 and Θ0

2 are local values for Θ1 and Θ2 respectively.

Then, we consider the general nonlinear regression model:

Y (t) = η(t, Θ) + ǫ, (3)

where the random variables ǫ are independent and normally distributed with zero mean and
constant variance σ2. The function η(t, Θ) may be one of the two partially known functions
ηI

C(t; Θ1) and ηII
C (t; Θ2), where Θ1 ∈ Ω1 ⊆ R

6, and Θ2 ∈ Ω2 ⊆ R
4 are the unknown parameter

vectors.

Let ξ =

(

t1 t2 . . . tk
w1 w2 . . . wk

)

be an approximate design where ti ∈ [0,∞), wi > 0 and

∑

i wi = 1. ti represents the i-th sampling time and wi the frequency of observations in this time.

The purpose of this work is to obtain optimal designs, ξ, that:

1. Discriminate between models I and II and

2. estimate the vector of parameters and all previous characteristics in an optimal way.

In what follows, K(Θ) denotes the matrix where the column j is the gradient function of Hj(Θ
0
1)

or Gj(Θ
0
2); f(t; Θ) is the gradient function associated with ηC(t; Θ); and the Fisher information

matrix is defined by M(ξ; Θ) =
∫

f(t; Θ)fT (t; Θ)dξ(t). We emphasize, in this case, that the
optimal designs depend on a local value of Θ, Θ0

1 or Θ0
2. We are interested in finding local

and Bayesian optimal designs when some prior distributions for Θ are known. In the following
we consider the most popular criteria, D, L-optimality for estimating Θ and the nonlinear
functions, respectively; and to discriminate between both models. In the last case we use Ds

and T-optimality. All criteria are concave real functions of the design ξ, φ(ξ), called optimality
criterion.

3 Optimum Designs for Discriminating and Estimat-

ing Nonlinear Functions Simultaneously (DENFS)

We define the following criterion as the result of considering the geometric mean of the efficiencies
by the individuals criteria, φ(ξ)/ maxξ φ(ξ) and then we take the logarithm of it. With 0 ≤ α ≤ 1,
the criterion is:

φα(ξ; Θ) = α log φ1(ξ) +
1 − α

4

{
1

p1
log |M1(ξ)| +

1

p2
log |M2(ξ)|

− log
[
Tr
(
KT

1 M−1
1 (ξ; Θ1)K1

)]
− log

[
Tr
(
KT

2 M−1
2 (ξ; Θ2)K2

)]}
, (4)

where ΘT =
(
ΘT

1 , ΘT
2

)
and φ1(ξ) denotes the discrimination D2 or T-optimality.

When α = 1, we obtain the criterion for discriminating between models, and with α = 0 we
obtain a criterion to estimate Θ and nonlinear functions in both models simultaneously.

A design ξ is called local DENFSα-optimal if it maximices 4. We denote this criterion by
φT

α(ξ; Θ) or φD
α (ξ; Θ), if T or D2-optimality for discrimination, respectively. In T-optimality case:
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φT (ξ) = minΘ2

∫ {
η1(ti, Θ

0
1) − η2(ti, Θ2)

}2
dξ, and D2-optimality: φD2

(ξ) =
{

det M1(ξ)
det M11(ξ)

}1/2
.

The next theorem gives a necessary and sufficient condition for DENFSα-optimality.

Theorem 3.1. A design ξ is a local DENFSα-optimal if and only if, ∀t ∈ [0,∞),

D (t; ξ, α) = αD1 (t; ξ) +
1 − α

4

{
1

p1
fT
1 (t)M−1

1 f1(t) +
1

p2
fT
2 (t)M−1

2 f2(t)

+
fT
1 (t)M−1

1 K1K
T
1 M−1

1 f1(t)

Tr(KT
1 M−1

1 K1)
+

fT
2 (t)M−1

2 K2K
T
2 M−1

2 f2(t)

Tr(KT
2 M−1

2 K2)

}

− 1 ≤ 0, (5)

where D1 (t; ξ) = Ψ1(t;ξ)
φT (ξ) in T-optimality case. And in D2-optimality case; D1 (t; ξ) = 0.5 ∗

[
fT
1 (t)M−1

1 (ξ)f1(t) − fT
11(t)M

−1
11 (ξ)f11(t)

]
. fT

11 has the components of the gradient except those
associated with θ2 and θ3; and M11(ξ) is the information matrix calculated with f11.

The proof is an application of the known equivalence theorem in the theory of optimal designs.
See Fedorov and Hackl (1997).

We consider local and Bayesian optimal designs, so that:

1. The design ξ∗ is a local DENFSα-optimal design, if ξ∗ = arg maxξ φα(ξ; Θ).

2. The design ξ∗ is a Bayesian DENFSα-optimal design with respect to a prior distribution
π of Θ, abbreviated by DENFSα,π-optimal, if:

ξ∗ = arg max
ξ

Eπ [φα(ξ; Θ)] = arg max
ξ

∫

φα(ξ; Θ)π(Θ)dΘ.

Again, from a similar equivalence theorem as 3.1: ξ∗ is a DENFSα,π-optimal design if
and only if:

∀t ∈ [0,∞) , Eπ

[

αD1 (t; ξ) +
1 − α

4

{
1

p1
fT
1 (t)M−1

1 f1(t) +
1

p2
fT
2 (t)M−1

2 f2(t)

+
fT
1 (t)M−1

1 K1K
T
1 M−1

1 f1(t)

Tr(KT
1 M−1

1 K1)
+

fT
2 (t)M−1

2 K2K
T
2 M−1

2 f2(t)

Tr(KT
2 M−1

2 K2)

}]

− 1 ≤ 0.(6)

In both cases f1(t), f2(t), M
−1
1 , M−1

2 and K1, K2 are functions of Θ. The expression on the left
side is called the variance function.

4 Results

4.1 Local Designs

In this section we obtain locally DENFS(α)-optimal designs in the cases where D2 or T-
optimality criterion are used for discriminating between the models I and II. By illustration,
we consider the local value of Θ,

Θ0 =
[
Θ0

1, Θ
0
2

]
= [0.30 0.20 0.15 0.05 0.08 0.25, 0.40 0.28 0.10 0.30] .
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Case α Optimal Design (ξ) Optimal Value

C1 0.25

[

0.9322 3.7206 9.5987 19.5410 35.9549 67.5850

0.1021 0.1123 0.1168 0.1511 0.2262 0.2914

]

6.3384

0.50

[

0.8229 3.6806 9.6092 19.7227 36.3282 71.1595

0.1038 0.1081 0.1330 0.1548 0.2182 0.2821

]

6.7252

0.75

[

0.7474 3.6810 9.6222 19.6769 36.3610 74.2231

0.1070 0.1041 0.1448 0.1593 0.2018 0.2830

]

7.0943

C2 0.25

[

0.9783 3.7571 9.9886 21.8765 34.0914 62.6908

0.0938 0.1045 0.1173 0.1994 0.0915 0.3935

]

7.6925

0.50

[

0.8728 3.7070 10.0933 22.8589 35.8963 62.9366

0.0862 0.0911 0.1297 0.2262 0.0385 0.4283

]

9.4076

0.75

[

0.7854 3.7187 10.1958 23.3111 37.7856 63.1089

0.0804 0.0779 0.1360 0.2345 0.0156 0.4556

]

11.0943

Table 1: Local DENFS(α)-optimal designs, with D2 optimality, (C1); and T optimality,
(C2) and different values of α.

The optimal designs appear in the Table 1, with α = 0.25, 0.50, 0.75. All designs satisfy the
respectively equivalence theorem, Figure 2.

Also we analize the α selection in order to obtain a maximum product efficiency. We find the
DENFSα-optimal design with α = 0.01 : 0.01 : 0.99 and we calculate the individuals efficiencies
for all criteria considered, see Figure 3 (a), (b), and the product efficiencies associated with the
DENFSD

α -optimality and DENFST
α -optimality, Figure 3 (c). In this Figure, the best α was

0.33, in both cases, and we concluding that DENFSD
α -optimality is better than DENFST

α for
all values of α.

4.2 Bayesian Optimal Designs

In order to analyze the behavior of the prior distribution in the optimal design for both crite-
ria, we consider three families of prior distributions. These families are a subset of all uniform
discrete distributions defined in some appropriate subset of R

p. They vary around some local
value of Θ, Θ0.

1. Symmetric Prior Distribution, denoted by Sδ. The support of any member of this family
contains Θ0 and all combinations defined on:

ΩIδ = {Θ ∈ R
p : Θ ∈ (1 ± δ)Θ0}

2. Left Asymmetric Prior Distribution, denoted by LAδ. The support of any member of this
family contains Θ = (1 − δ/2)Θ0 and all combinations defined on:

ΩIIδ = {Θ0} ∪ {Θ ∈ R
p : Θ ∈ (1 − δ)Θ0} .
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Figure 2: Variance functions for DENFSα-optimality, α = 0.25, 0.50, 0.75, (a) Ds-
optimality, (b) T-optimality.

3. Right Asymmetric Prior Distribution, denoted by RAδ. The support of this family con-
tains Θ = (1 + δ/2)Θ0 and all combinations defined on:

ΩIIIδ = {Θ0} ∪ {Θ ∈ R
p : Θ ∈ (1 + δ)Θ0} .

Two sets of prior distributions are considered:

• π1: the support of this prior distribution is contained in Ω1 ×{Θ2}, where Ω1 denotes the
support associated with the prior distributions defined before in the case when Θ = Θ0

1 ∈
R

6. The criterion was denoted by DEFNS∗π
α,Sδ

or DEFNS∗,π
α,LAδ

or DEFNS∗π
α,RAδ

, where
∗ is D or T, if the criterion to discriminate is D2 or T-optimality, respectively.

• π2: the support of this prior is contained in Ω; the set of the support points associated
with the prior distributions defined before where Θ0T =

(
Θ0T

1 , Θ0T
2

)
∈ R

10.

We obtained the optimal designs numerically for ΘT
0 and δ ∈ {0.05, 0.10, 0.15}, and α = 0.50.

All designs were checked for optimality using the equivalence condition from equation 6, see
Figure 4. Figure 4 shows the variance functions associated with each optimal design for each
prior distribution.

Figure 5 shows the support points from optimal designs for all prior distributions with both prior
distributions, π1 and π2. We observe that in both cases, the support points are very similar.
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4.3 Efficiency

In order to compare both criteria, in the cases when we use T and D2-optimality respectively,
we evaluate the efficiency of each criterion, defined by:

1. Let ξ∗ be a local DENFSD
α -optimal design, the efficiency for DENFSD

α -optimality is:

eDENFSD
α

(ξ) =
φD

α (ξ)

φD
α (ξ∗)

.

2. Let ξ∗ be a local DENFST
α -optimal design, the efficiency for DENFST

α -optimality is:

eDENFST
α
(ξ) =

φT
α(ξ)

φT
α(ξ∗)

.

3. Let ξ∗ be a bayesian DENFSπ1D
α -optimal design, the efficiency for DENFSπ1D

α -optimality
is:

eDENFSD
α

(ξ) =
Eπ1

[
φD

α (ξ; Θ)
]

Eπ1
[φD

α (ξ∗, Θ)]
.

In a similar way was defined in the case DENFSπ1T
α .

Criterion α = 0.25 α = 0.50 α = 0.75

local DENFSD
α − optimal

local DENFST
α − optimal

1.0000 0.9839

0.9912 1.0000

1.0000 0.9470

0.9788 1.0000

1.0000 0.8844

0.9672 1.0000

Table 2: Efficiencies of local DENFSD
α −optimal designs and local DENFST

α −optimal
designs.

Table 2 shows the efficiencies for local DENFSD
α -optimal designs and local DENFST

α -
optimal, in the cases when α = 0.25, 0.50, 0.75. For example, 0.9839 represents the effi-
ciency from DENFST

0.25-optimal design with respect to DENFSD
0.25-optimality criterion.

The efficiencies of DENFSD
0.5,prior − optimal designs vary around 0.98 with respect to

the criterion DENFST
0.5,prior, in all prior distribution considered, while the efficiencies

of DENFST
0.5,prior − optimal designs vary between 0.94 and 0.96 with respect to the

criterion DENFSD
0.5,prior, see Table 3. The efficiencies are similar in all cases.

5 Concluding Remarks

• We define a criterion which is a balance between discrimination and nonlinear functions
estimation.

• We use and compare two possible discrimination criteria. Also, in a local case, we analize
the behaviour of the efficiencies designs in function of α.
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Criterion S0.05 S0.10 S0.15

DENFSD
0.5Sδ

− optimal

DENFST
0.5Sδ

− optimal

1.0000 0.9481

0.9797 1.0000

1.0000 0.9558

0.9821 1.0000

1.0000 0.9640

0.9854 1.0000

LA0.05 LA0.10 LA0.15

DENFSD
0.5LAδ

− optimal

DENFST
0.5LAδ

− optimal

1.0000 0.9451

0.9790 1.0000

1.0000 0.9482

0.9798 1.0000

1.0000 0.9523

0.9811 1.0000

RA0.05 RA0.10 RA0.15

DENFSD
0.5RAδ

− optimal

DENFST
0.5RAδ

− optimal

1.0000 0.9452

0.9790 1.0000

1.0000 0.9480

0.9796 1.0000

1.0000 0.9512

0.9805 1.0000

Table 3: Efficiencies of DENFSD
0.5,prior−optimal designs and DENFST

0.5,prior−optimal

designs, where prior is Sδ (symmetric), LAδ (Left Asymmetric), RAδ (Right Asymmetric)
with δ = 0.05, 0.10, 0.15.

• In bayesian DENFSD
0.5,prior optimal designs, the support points are varied according to

the type of prior distribution used, for example, they are more dispersed in left asymmetric
distributions, in contrast with right asymmetric distributions.

• Efficiencies for both criteria are robust with respect to the prior distribution and respect
to the discrimination criteria
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Resumen

Introducimos varios conceptos utilizados en la teoría de diseños de expe-

rimentos óptimos. Definimos criterios de optimalidad utilizados en esta área

y exploramos sus propiedades. Se listan algunos resultados importantes pa-

ra encontrar diseños óptimos para modelos lineales y no lineales, entre ellos

teoremas de equivalencia. Finalmente se presentan algunos ejemplos típicos

donde se aplica la teoría vista anteriormente.

Palabras clave: función de información, matriz de información, criterios

de optimalidad, teoremas de equivalencia, modelos de regresión no lineal.

Abstract

We introduce several concepts used in optimal experimental design. Opti-

mality criteria used in this area are defined and their properties are explored.

Some important results for finding optimal designs in linear and nonlinear

models are listed, specially equivalence theorems are formulated. Finally, we

present some examples where that theory is applied.

Key words: Information function, Information matrix, Optimality criteria,

Equivalence theorems, Nonlinear regression models.

1. Introducción

En muchas áreas de investigación interesa explicar una variable respuesta, Y ,
a través de k−variables explicativas, xT = [x1, x2, . . . , xk], mediante un modelo de
la forma:

Y = Y (x) = η(x, θ) + ε (1)

aProfesor asistente. E-mail: vilopez@unalmed.edu.co. Estudiante de doctorado en Ciencias
con Orientación en Probabilidad y Estadística.

bInvestigador titular. E-mail: rramosq@cimat.mx
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siendo η(x, θ) una función lineal o no lineal en el vector de parámetros desconocido
θ ∈ R

m; y el término de error se asume que tiene media cero y varianza constante
σ2. Una vez se especifica el modelo, la siguiente etapa consiste en determinar en
qué condiciones experimentales, niveles de los xj ’s, se debe medir la respuesta para
obtener una mejoría en la calidad de la inferencia estadística a un menor costo.
Esto se logra construyendo un diseño donde la elección de los niveles de los xj ’s
y la frecuencia de medición de la respuesta están regidas por algún criterio de
optimalidad (con significado estadístico). Hay varios ejemplos prácticos que han
hecho uso de los diseños óptimos (véase Atkinson (1996)) y existe un gran número
de contribuciones sobre este tema; por ejemplo, entre otros autores, Smith (1918)
encontró diseños para los modelos polinomiales, Kiefer (1959) introdujo explíci-
tamente la noción de diseño óptimo y sus propiedades; y posteriormente realizó
muchos trabajos en el área (véase Brown et al. (1985)). También, recientemente
en los libros de Atkinson & Donev, A. N. (1992) y Pukelsheim (1993), los auto-
res hicieron un tratamiento estadístico y formal, respectivamente, de los diseños
óptimos.

Este trabajo tiene como objetivo presentar los conceptos básicos de los diseños
óptimos y, en forma general, los criterios de optimalidad, tanto en modelos lineales
como no lineales, dando mayor énfasis y extensión a los primeros, ya que son
una alternativa de solución para los modelos no lineales, por ejemplo los diseños
óptimos locales mencionados en la sección 3.1.

Este artículo se divide en cuatro secciones. En la siguiente sección se darán los
aspectos sobresalientes de los diseños óptimos para el modelo lineal, se definen los
criterios de optimalidad en general y se mencionan varios resultados, principalmen-
te teoremas de equivalencia para determinar optimalidad. En la tercera sección
se estudia el caso no lineal y se definen algunos de los criterios de optimalidad
usados en la literatura. En la última sección se construyen diseños óptimos para
dos posibles escenarios: cuando el experimentador conoce de antemano los puntos
de soporte del diseño, caso usual en diseños de experimentos (véase la sección 4.1);
y cuando no se conocen ni los puntos de soporte ni los pesos del diseño (véase la
sección 4.3).

2. Diseños óptimos para modelos lineales

Para los modelos lineales se considera que la relación entre las N−observaciones
Yi y xi está dada por:

Y (xi) = θT f(xi) + ε, xi ∈ R
k, θ ∈ R

m

donde f = [f1, . . . , fm]T es un vector de m−funciones continuas linealmente in-
dependientes definidas en un conjunto compacto χ, rango de regresión, χ ⊆ R

k,
θ ∈ R

m es un vector de m−parámetros desconocidos, ε es una variable alea-
toria con media cero y varianza constante σ2 y se asume incorrelación en las
N−observaciones.
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Aunado al modelo anterior, se define un diseño aproximado,

ξ =

[
x1 . . . xn

w1 . . . wn

]

con wi = ξ(xi), como una medida de probabilidad definida en B, conjunto de Borel
de χ que incluye los conjuntos unitarios; tal que ξ tiene soporte finito. El soporte
de ξ es Supp(ξ) = [x1, . . . , xn], n: número de puntos de soporte de ξ, y las obser-
vaciones Y (x) se hacen en x1, . . . , xn con frecuencias (o pesos) aproximadamente
proporcionales a w1, . . . , wn.

Para cada diseño ξ se define la matriz de momentos:

M(ξ) ≡
∫

χ

f(x)fT (x)dξ(x) =

n∑

i=1

f(xi)f
T (xi)wi

La forma de cuantificar la información suministrada por la matriz de momen-
tos depende de los criterios de optimalidad, definidos como aquellos que maxi-
mizan algún funcional real (con un significado estadístico) de la matriz de mo-
mentos sobre Ξ; clase de todos los diseños aproximados definidos en B. Es-
tos criterios de optimalidad se presentan a continuación, siguiendo el enfoque de
Pukelsheim (1993), quien introduce la matriz de información CK , función puente
que da cuenta de la “información” contenida en combinaciones lineales de θ; CK

es una función del conjunto de las matrices definidas no negativas de orden m,
NND(m), en el conjunto de las matrices simétricas de orden q, Sim(q). Con-
cluyendo con la noción de función de información φ. La matriz de información
intuitivamente mide la información que aporta el sistema de parámetros KT Θ,
mientras que la función de información la cuantifica por medio de un número real.

En las observaciones 1 y 2 se presenta lo anterior esquemáticamente, y en la
observación 3 se da la formulación del problema de diseño.

Observación 1. Se considera el caso general, cuando el investigador está intere-
sado en la estimación de q−combinaciones lineales de θ. Es decir, la estimación
del subsistema KT θ, donde K ∈ R

m×q es conocida y r(K) = q.

Sea ξ un diseño factible para KT θ, es decir, C(K) ⊆ C(M(ξ)), C(A) es el
espacio generado por las columnas de la matriz A. Se define la matriz de
información como la función:

CK : NND(m) → Sim(q)

tal que: CK(M(ξ)) = (KT M−K)−1, A− denota una inversa generalizada de
A.

Por notación, A ≥ 0 si y sólo si A ∈ NND(m); A ≥ B si y sólo si A−B ≥ 0.

La matriz de información es homogéneamente positiva (CK(δA) = δCK(A),
A ≥ 0, δ > 0), superaditiva (CK(A + B) ≥ CK(A) + CK(B), A, B ≥ 0),
Rango(CK) ⊆ NND(q), cóncava (CK((1 − α)A + αB) ≥ (1 − α)CK(A) +
αCK(B), A, B ∈ NND(m), 0 < α < 1) e isotónica (A ≥ B ⇒ CK(A) ≥
CK(B)).
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Si K = Im, interesa estimar θ, y M(ξ) es no singular, entonces CI(M(ξ)) =
M(ξ). Es decir, la matriz de información coincide con la matriz de momentos;
por esta razón en la literatura M también se llama matriz de información.

Observación 2. Cuantificación de la información suministrada para cada diseño,
ya sea por la matriz de momentos o la matriz de información, es definida a partir
de una función de valor real φ.

Sea φ un funcional de valor real, φ : NND(q) → R. φ es una función de
información si es: homogéneamente positiva (φ(δC) = δφ(C), δ > 0, C ≥ 0),
superaditiva: φ(C + D) ≥ φ(C) + φ(D), no negativa: (φ(C) ≥ 0, C ≥ 0) y
semicontinua superiormente (los conjuntos de nivel {φ ≥ α} = {C ∈ NND(q) :
φ(C) ≥ α} son cerrados para todo α ∈ R).

Para lo que sigue φ, denotará una función de información.

Observación 3. Formulación del problema de diseño.

El problema de diseño para el sistema parametral KT θ consiste en encontrar
un diseño ξ∗ que sea factible y que maximice, sobre todos los diseños ξ
factibles para KT θ, la función de información:

φ(CK(M(ξ))) = φ((KT M(ξ)−K)−1)

Por las propiedades de φ y CK , principalmente la semicontinuidad superior
y la compacidad de χ, el máximo anterior se alcanza para algún diseño ξ.

c−optimalidad. Si K = c, c ∈ R
m×1 entonces el criterio asociado se deno-

mina c−optimalidad; se puede mostrar que la única función de información
es la identidad: φ(δ) = δ y el problema de diseño se reduce a encontrar un
diseño ξ∗ que sea factible para cT θ y maximice la función de información:

φ(Cc(M(ξ))) = Cc(M(ξ)) = (cT M(ξ)−c)−1

observe que el lado derecho representa el inverso de la varianza asociada al
estimador óptimo para cT θ; luego los diseños c−óptimos son aquellos que
minimizan la varianza de cT θ̂.

A continuación se exhibe una clase de funciones de información, denominada
matriz de medias (matrix means), la cual contiene los criterios de optimalidad de
mayor popularidad.

Sea C ∈ NND(q), para C > 0:

φp(C) =





λmax(C), p = ∞;[
1
q tr(Cp)

]1/p

, p 6= 0, p 6= ±∞;

(det(C))1/q , p = 0;

λmin(C), p = −∞.

(2)
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Observación 4. Anotaciones sobre los criterios φp−óptimos.

φp es función de información para p ∈ [−∞, 1].

Si un diseño ξ maximiza el criterio anterior, se dice que el diseño es φp−óptimo
(p ∈ [−∞, 1]).

Si C = CK(M(ξ)) = (KT M(ξ)−K)−1 y p ∈ {0,−1,−∞} se tienen los crite-
rios de optimalidad más populares, versión generalizada, que dependen de la
maximización del respectivo funcional evaluado en la matriz información (o
en algunos casos evaluado en la matriz de diseño); ellos son, respectivamente,

• D−optimalidad, criterio del determinante, equivale a minimizar el vo-
lumen del elipsoide asociado a la estimación del sistema KT θ, cuando
los errores son normales.

• A−optimalidad, criterio promedio, recíproco del promedio de las va-
rianzas asociado a las q−combinaciones lineales de θ, y

• E−optimalidad, criterio del valor propio, minimización del valor propio
más pequeño.

El problema de optimización planteado en la observación 3 es muy complejo;
en la práctica se hace uso de teoremas de equivalencia para verificar si un diseño
dado es φ−óptimo (Pukelsheim 1993, Atkinson & Donev, A. N. 1992). El primer
teorema de equivalencia lo demostraron Kiefer & Wolfowitz (1960); allí estable-
cieron la equivalencia entre D−optimalidad y G−optimalidad − ξ es un diseño
G−óptimo si minimiza: ∀ξ ∈ Ξ,

d(M(ξ)) =

{
supx∈χ d(x, M(ξ)), C(M(ξ)) ⊇ χ;

∞, en otro caso.

siendo, d(x, M(ξ)) = fT (x)M(ξ)−f(x). Es decir, si ξ minimiza la varianza más
grande posible sobre χ, rango de regresión.

Teorema 1. Teorema de Equivalencia de Kiefer-Wolfowitz.
Sea χ ⊆ R

k con m−vectores linealmente independientes. Un diseño ξ con matriz
de momentos M(ξ), definida positiva, es D−óptimo si y sólo si ξ es G−óptimo si
y sólo si fT (x)M(ξ)−1f(x) ≤ m, ∀x ∈ χ si y sólo si d(M(ξ)) = m.
En caso de optimalidad, fT (xi)M

−1f(xi) = m, ξ(xi) ≤ 1
m , ∀xi ∈ Supp(ξ).

Por lo popular de los criterios φp (p ∈ [−∞, 1]), se enuncia el siguiente teorema
de equivalencia, da condiciones necesarias y suficientes para garantizar que un
diseño dado es φp−óptimo.

Teorema 2. Sea φp, p ∈ (−∞, 1], M un subconjunto convexo y compacto de
NND(m) y M(ξ) ∈ M, con ξ factible para KT θ y matriz de información C =
CK(M(ξ)). Entonces:
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ξ es φp−óptimo para KT θ en M sií: ∃G ∈ M− tal que:

Tr(AGKCp+1KT GT ) ≤ Tr(Cp), ∀A ∈ M (desigualdad de normalidad).

En caso de optimalidad, la igualdad se obtiene si en vez de A se coloca M u

otra matriz M̃ ∈ M φp−óptima para KT θ en M.

Si 0 < M(ξ) ∈ M, entonces ξ es φp−óptimo para θ en M sií: Tr(AMp−1) ≤
Tr(Mp), ∀A ∈ M.

Para p = 0 y M > 0, la condición requerida se traduce en: Tr(AM−1) ≤
m, ∀A ∈ M, pero M es generado por las matrices de rango uno: A = f(x)fT (x);
es suficiente verificar la condición para A, y el lado izquierdo de la desigualdad es:

Tr(AM−1) = Tr(f(x)fT (x)M−1) = Tr(fT (x)M−1f(x)) = fT (x)M−1f(x)

lo cual muestra un caso particular de una de las equivalencias del Teorema 1. Existe
la versión del teorema de equivalencia para E−optimalidad (p = −∞) (véase
Pukelsheim 1993). Para p = −1 (A−optimalidad), M > 0 y C = (KT M−1K)−1,
la condición a verificar será:

fT (x)M−1KKT M−1f(x) − Tr(KT M−1K) ≤ 0, ∀x ∈ χ (3)

3. Diseños óptimos para los modelos no lineales

Los modelos no lineales se pueden representar por:

Y (x) = η(x, θ) + ε (4)

donde, como en el modelo lineal, las variables explicativas xT = [x1, x2, . . . , xk]
varían en un espacio de diseño compacto, χ ⊆ R

k, dotado de una σ−álgebra, B,
(Borelianos en χ, agregándole los conjuntos unitarios), θ ∈ Θ ⊆ R

m, los errores
con media cero y varianza constante y η(x, θ) es una función no lineal en θ.

En el modelo 4, dado un diseño ξ definido en B, se sabe que el estimador de
mínimos cuadrados para θ, bajo ciertas condiciones de regularidad, es asintótica-
mente insesgado y su matriz de varianzas−covarianzas asintótica es la inversa de
la matriz:

M(ξ, θ) = Eξ

[
g(x, θ)gT (x, θ)

]
=

∫

χ

g(x, θ)gT (x, θ) dξ(x)

donde: g(x, θ) = ∂η(x,θ)
∂θ . Lo cual motiva el análisis de M(ξ, θ). En la literatura

a M se le conoce como matriz de información, y juega el papel de la matriz de
momentos del modelo lineal, si se considerara el modelo linealizado.

La dependencia de M de θ hace que la búsqueda de diseños óptimos dependa
de este parámetro. En forma análoga al caso lineal, se cuantifica la magnitud
de la información suministrada por M(ξ, θ) a partir de funcionales de esta, y
consecuentemente la maximización de alguna función de información φ, de valor
real. Para la construcción de los diseños óptimos existen varios enfoques; en este
trabajo se exploran los siguientes:
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3.1. Diseños óptimos locales

Introducidos por Chernoff (1953), son los primeros diseños que aparecieron
para el caso no lineal. Consisten en dar inicialmente un valor a priori para θ, θ0,
que esté cercano al valor verdadero del parámetro, luego utilizar la aproximación
lineal de Taylor para η(x, θ) alrededor de θ0 y construir diseños óptimos para el
modelo linealizado: Y ∗(x) = βT g(x, θ0) + ε∗. Los diseños resultantes son diseños
óptimos locales. Varios autores han construido diseños con este enfoque; véase por
ejemplo: Ford et al. (1992), Dette et al. (2004), Dette et al. (2005), entre otros.
La construcción de diseños D−óptimos locales y A−óptimos locales se explora en
los ejemplos de la sección 4.3.

3.2. Diseños óptimos promediados por una distribución

a priori π−enfoque Bayesiano

Este criterio hace uso del conocimiento que se tiene acerca de θ por una dis-
tribución a priori π, resultando un criterio de optimalidad denominado Bayesiano.
En particular, un diseño ξ es D−óptimo Bayesiano (con respecto a la distribución
a priori π), para abreviar Dπ−óptimo, si maximiza:

Eθ

[
log |M(ξ, θ)|

]
=

∫

Θ

log |M(ξ, θ)|dπ(θ)

En general, un diseño es φ−óptimo Bayesiano con respecto a la distribución a
priori π, abreviado por φπ−óptimo, si maximiza: Eθ

[
φ(M(ξ))

]
(Dette et al. 2003).

Ejemplos de este tipo de diseños se muestran en la sección 4.3.

Para Dπ optimalidad, se obtiene la siguiente equivalencia, generalización del
teorema de Kiefer y Wolfowitz:

ξ es Dπ − óptimo sií E[gT (x, θ)M−1(ξ, θ)g(x, θ)] ≤ m, ∀x ∈ χ (5)

La respectiva equivalencia se obtiene para Aπ−optimalidad al calcular la esperan-
za, con respecto a θ, de la expresión 3:

ξ es Aπ − óptimo sií

E[gT (x, θ)M−1(ξ)KKT M−1g(x, θ) − Tr(KT M−1(ξ)K)] ≤ 0, ∀x ∈ χ (6)

donde K, M−1, son funciones que dependen de θ.

4. Ejemplos

En esta sección se presentan varios ejemplos de modelos (lineales y no linea-
les) donde el interés está en encontrar diseños óptimos, ya sea que se conozcan
los puntos de soporte o no. Inicialmente se considera el caso lineal, criterios φp

optimales y por último el caso no lineal.
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4.1. Ejemplo 1. Determinación de los pesos óptimos para

un diseño dado

Este ejemplo muestra los resultados reportados por Pukelsheim & Torsney
(1991) cuando los puntos de soporte del diseño son conocidos, y luego se da una
aplicación.

Por conveniencia se reescribe el modelo lineal de la siguiente forma:

E[Yij ] = xT
i θ, j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , l (7)

con observaciones Yij incorrelacionadas, varianza constante σ2, y los l vectores de
regresión {x1, x2, . . . , xl} linealmente independientes y conocidos.

El objetivo es encontrar un diseño experimental ξ que indique, en forma óptima,
el número de réplicas ni que se harán en el vector de regresión xi, con el fin de esti-
mar KT θ. En términos generales, hallar un vector de pesos wT = [w1, w2, . . . , wl]
que maximice la función de información:

φp[CK(M(w))]

donde M(w), la matriz de momentos asociada al modelo (7), es expresada como:

M(w) =
l∑

i=1

xix
T
i wi = XT ∆wX

XT =
[
x1 x2 · · · xl

]
y ∆w = diag(w), con la siguiente inversa generalizada

para M :
M(w)− = XT (XXT )−1∆−

w(XXT )−1X

V = (XXT )−1XK, entonces la matriz de información es:

CK(M(w)) = (V T ∆−
wV )−1

∆−
w inversa generalizada para ∆w, si todos los pesos de w no son positivos.

En el siguiente resultado se obtiene una expresión cerrada para los pesos
A−óptimos (p = −1) y una forma de encontrarlos recursivamente para los otros
valores de p.

Teorema 3. Sea p ∈ (−∞, 1], el vector de pesos w es φp−óptimo para KT θ si y
sólo si:

wi =

√
bii∑l

j=1

√
bjj

, para i = 1, . . . , l (8)

donde b11, . . . , bll son los elementos de la diagonal de la matriz definida no negativa
l × l: B = V Cp+1V T , con C = CK(M(w)).

Observación 5. Si p = −1, A−optimalidad, y el sistema de interés es el vector

de parámetros θ, entonces la función objetivo: φ−1(M(w)) =
[

1
mTr(M−1(w))

]−1
,

el inverso del promedio de las varianzas de los estimadores de mínimos cuadrados
θ̂1, . . . , θ̂m, estandarizados relativo a su tamaño muestral N y a la varianza del
modelo σ2.
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Aplicación : Modelo de análisis de varianza de un factor con tres niveles:

Yij = µi + εij , j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, 3

En este caso, según el modelo (7), θT = [µ1, µ2, µ3], xT
1 = [1, 0, 0], xT

2 = [0, 1, 0],
xT

3 = [0, 0, 1]. El interés está en conocer el número de réplicas en cada nivel del
factor con el fin de estimar en forma óptima: C1.− Los tres efectos promedio, y
C2.− El contraste: µ3 − µ1 y µ2. Aplicando el teorema 3 se obtienen los pesos
φp−óptimos para p = −1, 0, ver tabla 1. Note que:

Para el caso C1 los diseños óptimos coinciden para los dos criterios conside-
rados.

En ambos casos, el diseño A−óptimo requiere la misma proporción de ob-
servaciones en cada uno de los tres niveles del factor. Difiere con respecto
al criterio D−óptimo ya que en el caso C2, el diseño D−óptimo requiere
alrededor de la mitad de las observaciones para el segundo nivel, y el resto
se reparte igualmente para los otros dos niveles.

Tabla 1: Resultados para los pesos óptimos diseño de un factor.

p criterio w

Caso 1. Estimación de µ -1 A-optimalidad
ˆ

1/3 1/3 1/3
˜

0 D-optimalidad
ˆ

1/3 1/3 1/3
˜

Caso 2. Estimación de µ3 − µ1 y µ2 -1 A-optimalidad
ˆ

1/3 1/3 1/3
˜

0 D-optimalidad
ˆ

0.251 0.498 0.251
˜

4.2. Ejemplo 2. Diseños óptimos para modelos

polinomiales

Considere inicialmente el modelo polinomial de grado 2 en el intervalo [−1, 1],

Y (x) = fT (x)θ + ε

donde fT (x) =
[
1 x x2

]
y θT =

[
θ0 θ1 θ2

]
, x ∈ [−1, 1].

En el caso D−óptimo, se verificará a continuación que el diseño

ξ =

[
−1 0 1

1/3 1/3 1/3

]

es un diseño D−óptimo para estimar θ (tomando K = I).

En efecto, bastará con mostrar que el diseño ξ verifica las condiciones del
teorema 1. Primero note que su matriz de momentos es:

M(ξ) =

∫

x∈Supp(ξ)

f(x)fT (x) dξ(x) =

∑

x∈{−1,0,1}

[
1 x x2

]T [
1 x x2

]
1/3 =



3 0 2

0 2 0

2 0 2



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y para x ∈ [−1, 1],

d(x, ξ) = fT (x)M−1(ξ)f(x) =

[
1 x x2

]

1

3




3 0 2

0 2 0

2 0 2







−1 


1

x

x2


 =

9

2
x4 − 9

2
x2 + 3

En la figura 1 se muestra que esta función tiene todos sus valores por debajo
de m = 3, y en los puntos de soporte alcanza su máximo, luego ξ es D−óptimo
para estimar el vector de parámetros θ.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

x

y

Figura 1: Gráfico de la función d(x, ξ).

Suponga que el interés del investigador está en estimar la diferencia entre el
coeficiente de la potencia cuadrática y la lineal. En este caso el sistema de interés
es: KT θ =

[
0 −1 1

]
θ.

En la tabla 2 aparecen los resultados que se obtuvieron con los criterios D
y A optimalidad para los casos C1 y C2, y con los mismos puntos de soporte.
Observe que los diseños dados por ambos criterios, para estimar θ2 − θ1, reparten
en forma equitativa el número de observaciones en los puntos x = −1 y en x = 0 y
ninguna observación para x = 1. Se presentan diferencias en los diseños óptimos
para la estimación del vector de parámetros; para A−optimalidad el 50% de las
observaciones se deberán tomar en x = 0, y el resto se reparte equitativamente
en los otros dos puntos, mientras que con D−optimalidad el mismo número de
observaciones se deberá tomar en los tres puntos.

En la literatura (Pukelsheim 1993) existe la solución para el caso general, poli-
nomios de grado d, para los diseños D−óptimos en el intervalo [−1, 1]; los autores
usan como argumento el teorema 1, y muestran que los diseños D−óptimos tienen
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igual peso 1/(d + 1) en los puntos de soporte que son solución a la ecuación:

(1 − x2)Ṗd(x) = 0

donde Ṗd(x) es la derivada del polinomio de Legendre de grado d.

Tabla 2: Resultados para los pesos óptimos para el modelo cuadrático.

p Criterio w

Caso 1. Estimación de θ -1 A-optimalidad
ˆ

0.25 0.50 0.25
˜

0 D-optimalidad
ˆ

1/3 1/3 1/3
˜

Caso 2. Estimación de θ2 − θ1 -1 A-optimalidad
ˆ

0.5 0.5 0.0
˜

0 D-optimalidad
ˆ

0.5 0.5 0.0
˜

4.3. Ejemplo 3. Modelos no lineales

Como ilustración se consideran dos modelos no lineales (Atkinson & Donev, A.
N. 1992), y se construyen diseños óptimos locales y usando un enfoque Bayesiano.

1. El modelo de decaimiento exponencial está dado por:

η(x, θ) = exp(−θx), x > 0

Si θ0 es una buena asignación para θ, su matriz de información, la cual es un
escalar, es: M(ξ, θ0) = M(x0, θ0) =

∫
x>0 f2(x, θ0) dξ(x), donde f(x, θ0) =

d
dθη(x, θ)|θ=θ0

= −x exp(−θ0x).

El modelo linealizado consta de un parámetro, y el diseño D−óptimo local
concentra toda su masa en un punto. Se verá a continuación que el punto es:
x0 = 1/θ0. Sea ξ0 el diseño que tiene como punto de soporte a x0, entonces:

M(ξ0, θ0) = x2
0 exp(−2θ0x0) (9)

No es difícil mostrar que el máximo de la ecuación (9) se alcanza en
x0 = 1/θ0, y

d(x, ξ0) = fT (x, θ0)M
−1(ξ0, θ0)f(x, θ0) =

f2(x, θ0)∫
f2(x)dξ0(x)

= (xθ0)
2 exp(−2(xθ0 − 1))

observe que d(x, ξ0) ≤ 1, ∀x > 0 y d(x, ξ0) = 1 en x = 1/θ0, luego el diseño
que concentra su masa en 1/θ0 es D−óptimo local. Este diseño no permite
realizar pruebas de bondad de ajuste para el modelo en cuestión. El diseño
depende de la especificación de θ0, y puede llegar a ser ineficiente si θ0 está
muy lejos del valor verdadero θ. Otra forma de hallar un diseño óptimo es a
partir de un enfoque Bayesiano, donde se incorpora el conocimiento acerca
de θ por medio de una distribución a priori. Como ilustración se consideran
6 distribuciones a priori discretas, uniformes en 5 puntos, y se hallaron los
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respectivos diseños Dπ−óptimos para estimar θ, con las diferentes a prioris;
ver tabla 3. Lo anterior se hizo numéricamente con ayuda de algoritmos
computacionales programados en el lenguaje R (R Development Core Team
2006) usando la equivalencia 5. Los diseños Dπ−óptimos obtenidos están
formados por tres puntos de soporte, observándose variación en las distintas
a prioris consideradas, tanto en los puntos de soporte como en sus pesos.
Atkinson & Donev, A. N. (1992, pág. 230) muestran cómo los puntos de
soporte del diseño aumentan a medida que la distribución a priori que ellos
consideran es más dispersa.

Tabla 3: Ejemplo de decaimiento exponencial con diferentes distribuciones a prio-

ris uniformes para θ.

Puntos de la a priori j x w∗

ˆ

0.09 0.49 1 4.9 9
˜ ˆ

0.156 1.503 10.998
˜ ˆ

0.438 0.403 0.158
˜

ˆ

0.10 0.50 1 5.0 10
˜ ˆ

0.143 1.517 9.812
˜ ˆ

0.432 0.420 0.148
˜

ˆ

0.11 0.51 1 5.1 11
˜ ˆ

0.132 1.536 8.812
˜ ˆ

0.428 0.437 0.135
˜

ˆ

0.12 0.52 1 5.2 12
˜ ˆ

0.123 1.558 7.952
˜ ˆ

0.424 0.455 0.121
˜

ˆ

0.14 0.54 1 5.4 14
˜ ˆ

0.107 1.617 6.547
˜ ˆ

0.418 0.496 0.085
˜

ˆ

0.15 0.55 1 5.5 15
˜ ˆ

0.101 1.649 5.965
˜ ˆ

0.416 0.521 0.063
˜

2. Modelo de compartimientos.

Los modelos de compartimientos son de gran utilidad en farmacocinética,
utilizados, entre otras aplicaciones, para modelar el nivel de concentración
de un medicamento en la sangre de un individuo a lo largo del tiempo. Se
considera el siguiente modelo:

η(x, θ) =
θ1

θ1 − θ2
{exp(−θ2x) − exp(−θ1x)}, x ≥ 0, θ1 > θ2 > 0 (10)

Asociado al trabajo biológico es de interés, además de estimar el vector de
parámetros θ, estimar tres cantidades que ayudan al estudio de la cinética
del medicamento en un individuo. Estas cantidades son:

a) El área bajo la curva (AUC): g1(θ) =
∫ ∞

0 η(θ, x)dx = 1
θ2

.

b) Tiempo para la concentración máxima: g2(θ) = xmax = log θ1−log θ2

θ1−θ2

.

c) La concentración máxima: g3(θ) = η(xmax, θ).

La construcción de diseños óptimos para la estimación de estas funciones
simultáneamente, se hará por medio de diseños A−óptimos locales (véase
(2), con p = −1), y diseños A−óptimos promediados por una distribución a
priori uniforme. La j−ésima columna Kj , de K es el gradiente de función
no lineal gj(θ), evaluada en θ0. Así se asegura que el diseño óptimo será
aquel que minimice el promedio de las varianzas del respectivo estimador
linealizado, es decir, aquel que minimiza:
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1

3

3∑

j=1

var(gj(θ̂0)) ≈
1

3

∑
var(KT

j β̂) ∝ KT M−1(ξ)K

En el caso de estudio, las primeras dos columnas de K están dadas por:

KT
1 (θ0) =

[
0 −1/θ2

20

]
, K2(θ0) =

[
1/θ10−xmax

θ10−θ20

xmax−1/θ20

θ10−θ20

]

en forma análoga se halla la tercera columna de K. Como ilustración, se
tomó θT

0 =
[
0.7 0.2

]
, y en la tabla 4 se presentan los diseños A−óptimos

locales obtenidos para la estimación de las tres características de interés
simultáneamente. También se consideró una a priori uniforme discreta para
los siguientes cinco valores del vector de parámetros θ:

Θ = {(0.70, 0.20), (0.65, 0.15), (0.75, 0.25), (0.65, 0.25), (0.75, 0.15)}

es decir, π(θ) = 1/5, ∀θ ∈ Θ, y en la tabla 4 se reporta el diseño A−óptimo
Bayesiano obtenido. Ambos diseños A−óptimo local y A−óptimo promedia-
do por la a priori π, presentan pocas diferencias. Además en ambos casos se
verificó que el diseño hallado satisfacía las equivalencias dadas por (3) y (6),
respectivamente.

Tabla 4: Diseños A−óptimos locales y promediados por la a priori π para el

modelo 10.

Criterio Tiempo x Pesos del diseño

A−optimalidad local
ˆ

1.313 6.602
˜ ˆ

0.276 0.724
˜

A−optimalidad promediado por la a priori π
ˆ

1.456 7.145
˜ ˆ

0.269 0.731
˜

5. Anotaciones finales

En este trabajo se presentó una motivación inicial para el estudio de los diseños
óptimos en ambos casos lineal y no lineal. Se dio el enfoque matemático de cada
uno de los criterios de optimalidad usados en la práctica y se terminó presentando
algunos ejemplos típicos. Hay gran diversidad de bibliografía en torno a este tema,
donde el estudio en esta área es factible e interesante.

En la mayoría de los artículos citados, los autores asumen que el modelo bajo
consideración es conocido, y el valor de los parámetros es desconocido. Con este
supuesto, usan criterios de optimalidad que son eficientes para la estimación de los
parámetros del modelo fijo. Sin embargo, existen aplicaciones donde la forma de
la función de regresión no es conocida en forma exacta, es decir, el experimentador
debe decidir, entre un conjunto de clases de funciones competitivas, cuáles de estas
describen los datos en una forma más adecuada. Como lo afirman Biedermann
et al. (2005), el problema de diseño para discriminar entre modelos no lineales
competitivos ha encontrado muy poco interés en la literatura que aquellos proble-
mas de estimación de parámetros. En el caso de discriminación de modelos, lineal
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y no lineal, se pueden revisar los trabajos de: Atkinson & Cox (1974), Atkinson &
Fedorov (1975), Pukelsheim & Rosenberger (1993), Biswas & Chaudhuri (2002) y
Biedermann et al. (2005). Por lo anterior, está como trabajo futuro ahondar en el
estudio de diseños óptimos que sean eficientes para discriminar entre modelos no
lineales anidados, además de que permitan estimar en forma simultánea funciones
de los parámetros.
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