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Capitulo 1

Introduccion

En muchas areas donde se hace uso de la estadistica, como en Biologia, Medicina,
Quimica, Ingenieria, entre otras, se necesitan hacer experimentos con el fin de obtener
informacion acerca de un fenémeno bajo estudio. Los resultados obtenidos dependen
en gran medida de la buena planeacion que se hace del experimento, ademas del
presupuesto y tiempo disponible para realizarlo. En la mayoria de los experimentos
son de gran relevancia los costos y el tiempo para la obtencién de la informacion.
Es importante, entonces, contar con una metodologia estadistica que garantice en
cierta medida la obtenciéon de la informacién en determinados factores asociados al
problema, factores elegidos no arbitrariamente sino a partir de algin criterio estadisti-
co que mida las bondades del objetivo u objetivos que se busquen con la investigacion.
La teoria de los disenos 6ptimos resuelve el problema anterior desde el punto de vista
de maximizacion de funcionales de la matriz de informacion, con alguna interpretacion
estadistica. En otras palabras, en este contexto, un diseno para un modelo dado con-
tiene las condiciones experimentales o los niveles de uno o varios factores y también
las repeticiones en cada uno de los niveles del factor o de los factores.

Se tiene conocimiento de la construccion de estos disenios desde la segunda década del
siglo pasado con el trabajo de Smith (1918), donde halla disenos 6ptimos en modelos
polinomiales hasta de grado seis. Posteriormente este procedimiento fue denominado
G-optimizacién por Kiefer y Wolfowitz (1959). Otros trabajos son presentados en:
Kiefer (1959), Hoel y Levine (1964), Karlin y Studden (1966), Pukelsheim y Torsney
(1991), Dette, Melas y Pepelyshev (2004a), entre otros. Los libros de Atkinson y
Donev (1992) y Pukelsheim (1993), representan un buen compendio de los resultados
mas importantes obtenidos hasta esos momentos.

En la literatura, el criterio denominado del determinante, D-optimalidad, propuesto
por Wald (1943), tiene como propdsito encontrar las localizaciones de los puntos donde
se tomaran las observaciones buscando maximizar el determinante de la matriz de in-
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formacion de Fisher. Asi como este criterio existen una gran diversidad de variantes
que son funcionales de esta matriz y serdn el objeto de estudio del capitulo[3 Todos los
criterios estan relacionados de alguna forma con la varianza ya sea de los estimadores
de los parametros del modelo o del estimador de una o varias funciones de los paramet-
ros. En el caso de modelos no lineales los disenos dependeran de los parametros del
modelo, de ahi que el diseno obtenido sera efectivo en la medida de que tan confiable
es la informacion acerca de los pardmetros Box y Lucas (1959).

Asi como existen criterios asociados con la estimacién de los parametros, también
los hay en el caso donde se tiene como objetivo discriminar entre varios modelos
competitivos que describen el mismo fenémeno, Atkinson y Cox (1974), Atkinson y
Fedorov (1975a), Atkinson y Fedorov (1975b), Fedorov y Khabarov (1986), Felsen-
stein (1992), Muller y Ponce de Leon (1996), Ponce de Leon y Atkinson (1991),
Ponce de Leon y Atkinson (1992), Waterhouse et al. (2008), Pukelsheim y Rosen-
berger (1993). Ademas, varios autores han puntualizado que los disefios obtenidos
para discriminacién, en general, no son eficientes para la estimacion de los parame-
tros del modelo considerado, y méas aun tampoco lo seran si en el problema de estudio
se desean estimar algunas funciones de los parametros, (Atkinson y Donev (1992)). En
modelos lineales hay varios trabajos en esta direccién donde se buscan criterios que
discriminen y estimen los pardmetros del modelo simultaneamente, ver Spezzaferri
(1988), Zen y Tsai (2002), Biswas y Chaudhuri (2002) y Pukelsheim y Rosenberger
(1993), entre otros. En el caso no lineal se encuentran los trabajos de Borth (1975)
quién propone un criterio a partir de la entropia total para el problema de discrimi-
nacién y estimacién de parametros; O’Brien y Rawlings (1996) presentan una nueva
propuesta para discriminar entre varios modelos competitivos no anidados y estimar
simultaneamente los parametros del modelo a partir de una combinacién convexa de
los logaritmos de los criterios considerados; recientemente Atkinson (2008) presenta
el criterio DT-optimalidad que en esencia es una combinacion convexa de los criterios
para discriminar, T-optimalidad, y para estimar, D-optimalidad. En el caso més gen-
eral, también se encuentran varios trabajos para la construccion de disenos éptimos
de objetivos miiltiples, por ejemplo, Huang y Wong (1998), Clyde y Chaloner (1996).

En este trabajo se tiene como objetivo la construccion de un criterio de optimalidad
general que tenga en cuenta multiples objetivos tales como la discriminacion entre
dos modelos no lineales, la estimaciéon de los parametros en cada uno de los modelos
y la estimacién de funciones no lineales de los parametros, H;(#). Los trabajos antes
mencionados no consideran la estimacién de funciones no lineales, solo la estimacién
de los parametros. Este tipo de problemas surgen de forma natural en el area de far-
macocinética, alli es de interés, ademas de estimar el vector de parametros asociado
a un modelo de compartimientos, estimar varias funciones no lineales de éste. Estas
funciones son de utilidad para entender la cinética de un medicamento bajo estudio;
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entre otras estan: el drea bajo la curva de concentracion (ABC'), el tiempo donde
se alcanza la concentracién méaxima (f,4x) y el valor de la concentracién maxima
(N(tmaz))- También estas funciones son usadas para realizar estudios de bioequivalen-
cia entre un medicamento genérico y un nuevo medicamento, Berger y Hsu (1996).

En esta investigacion se construird un criterio de optimalidad que da solucién al
problema planteado. El criterio de optimalidad propuesto representa un balance entre
el proceso de discriminacion y el de estimacion tanto de los parametros como de las
funciones no lineales de interés. Con la teoria de los disenos 6ptimos se enunciara y
demostrara el respectivo teorema de equivalencia. Ademas, se ilustrara el criterio
de optimalidad con dos modelos de compartimientos de uso frecuente en el area de
farmacocinética. Se hara un primer andlisis bajo el supuesto de independencia de
las observaciones. Se construiran disenos éptimos para cada modelo individualmente.
Luego, a partir de cuatro variantes del criterio, se hallaran los disenos 6ptimos locales
para discriminar y estimar las funciones no lineales en los dos modelos considerados;
también se dara una metodologia para construir disenos a partir de varios disenos
propuestos que satisfacen los mismos objetivos de discriminacién y estimacion de
parametros y funciones no lineales. Los disenos optimos se hallan numéricamente a
partir de algoritmos propuestos en la literatura para la obtencién de estos ( Fedorov
y Hackl (1997)); adicionalmente se propone un método alternativo para hallar los
disenos optimos el cual ha mostrado, al menos en los disenos hallados en esta tesis,
ser mas rapido que los hallados usando los algoritmos tradicionales. Con los ejemplos,
para disenos aproximados se muestra que el procedimiento alternativo funciona bien,
ya que con todos los disenos obtenidos se verifica el teorema de equivalencia respectivo.

Con el fin de analizar el efecto en la especificacion del valor local se encontraran
disenos 6ptimos promediados por varias distribuciones a prioris definidas alrededor
del valor local. Se haran varias comparaciones con respecto a la ¢-eficiencia de los
disenos obtenidos.

También, se considera la soluciéon del mismo problema en el escenario donde se tiene
una estructura de covarianza particular para las observaciones, se compararan los
disenos alli obtenidos con los respectivos disenos hallados bajo el supuesto de inde-
pendencia.

Este trabajo esta dividido en tres partes. En la primera parte, capitulo Bl se dan
algunos elementos de uso en la teoria de farmacocinética, ademas de un desarrollo
teodrico de los modelos de compartimientos. Ambos temas estan estrechamente ligados
y son de relevante importancia en el iltimo capitulo de esta tesis, cuando se ilustra
la propuesta en dos modelos de compartimientos.
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En la segunda parte, capitulo Bl se presenta un resumen de la teoria de los disenos
optimos tanto para el caso lineal como no lineal. Se construyen disenos 6ptimos para
varios ejemplos presentados en la literatura y se complementan con otros disenos
propuestos; ademds se da un enfoque unificado de los trabajos de Whittle (1973),
Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974) relativos a los teoremas de equivalencia.
Alli se presenta en forma clara y detallada tanto el enunciado como la demostracion
de los teoremas de equivalencia para los criterios usados en esta tesis.

La tultima parte comprendida por los Capitulos [ y [ hacen parte de la principal
contribucion de este trabajo. En el capitulo Ml se presenta la construccién del criterio
de optimalidad que da solucién al problema de hallar disenos éptimos para discrimi-
nacién y estimacion tanto del vector de parametros como de funciones no lineales
de éstos. Se enuncia y demuestra el teorema de equivalencia asociado al criterio de
optimalidad propuesto. Ademds, se ilustra el criterio de optimalidad con dos modelos
de compartimientos. Primero, se hace un analisis de los disenos 6ptimos obtenidos
para cada uno de los modelos individualmente. Luego, a partir de cuatro variantes
del criterio se hallan disenos tanto éptimos locales como promediados por una dis-
tribucion a priori. También se llevan a cabo varias comparaciones con respecto a la
¢-eficiencia de los disenos obtenidos.

Ademas, en el capitulo [ se constrastan los disenos optimos con aquellos que se
obtienen cuando se supone una estructura de correlacion en los errores del tipo expo-
nencial, igualmente se hallan disefios 6ptimos locales exactos y se calcula la eficiencia
de los disenos aproximados con respecto al criterio de optimalidad al considerar corre-
lacion. Lo anterior se hace bajo la generalizacion ad hoc del criterio T-optimalidad
para observaciones correlacionadas.

En el capitulo [@] se presentan las diferentes conclusiones obtenidas de este trabajo y
algunas lineas de investigacion que se proponen.

Al final de la tesis se anexan cuatro trabajos que se presentaron en diferentes eventos.
Los dos primeros anexos fueron documentos editados de dos posters presentados en
el congreso Moda 8, Model Oriented Data Analysis en junio de 2007; Almagro, Es-
pana y en el evento: First Canada and Mezico Statistics Meeting en febrero de 2008,
CIMAT, Guanajuato, Gto. México. Los tltimos dos anexos son publicaciones hechas
en la Revista Colombiana de Estadistica, 2007, sobre una introduccion a los disenos
optimos; y en las Memorias del XXI Foro Nacional de Estadistica, 2007, donde se
hace una exposicion somera de los disenos experimentales éptimos en un modelo de
compartimientos.



Capitulo 2

Farmacocinética y modelos de
compartimientos

2.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan varios conceptos basicos del area de farmacocinética
(PK, por sus siglas en Inglés; pharmacokinetics) que ayudan a entender el proceso de
los modelos de compartimientos involucrados en el ejemplo del capitulodl Alli se ilus-
tra el criterio de optimalidad propuesto en el escenario de farmacocinética. Ademas,
para dar mayor completez a la teoria que se desarrolla se presentan algunos aspec-
tos relacionados con los modelos de compartimientos. Estos tltimos son ampliamente
usados en farmacocinética, por ello se detalla la forma como se hallan las ecuaciones
diferenciales involucradas en un modelo de compartimientos y adicionalmente su solu-
cién.

2.2. Conceptos de farmacocinética

La farmacocinética trata de entender el modo en que actiian y se comportan los
medicamentos en el organismo y de predecir la forma en que actuarian en situaciones
nuevas, Clark y Smith (1989). Es una disciplina que describe la evolucién en el tiem-
po de un medicamento en el organismo y los procesos que lo afectan (las fuerzas que
acttiian sobre él). Hay dos fases asociadas a la cinética de un medicamento, la fase de
absorcion y la fase de distribucion en el organismo.

La fase de absorcién ocurre cuando los medicamentos son transportados por la sangre
hasta su lugar de accion y cuando el medicamento es administrado por via extravasal
éste tiene que ser absorbido para poder estar presente en el torrente circulatorio.
Por lo tanto, la absorcién debe tener lugar antes que aparezca el medicamento en
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circulacién tras la administracion extravasal. Lo mismo ocurre con aquellos medica-
mentos administrados por otras vias como: intramuscular, intraperitoneal, topica,
oral o rectal. Mientras que en los medicamentos administrados por via intravenosa e
intraarterial la absorcién es instantanea.

Por otra parte, la fase de distribucién ocurre cuando el medicamento se encuentra en
la sangre y penetra a los 6rganos y tejidos del organismo con el fin de poder actuar. Es
de observar que los medicamentos no suelen ser especificos de un determinado tejido
de forma que alcanzan varios tejidos y 6rganos.

A continuacién se listan algunos conceptos usados en farmacocinética:

= “Bolus”, consiste en la administracion de un medicamento en forma de inyeccién
intravenosa rapida.

= “Volumen de distribucion”, denotado por Vp. Es la cantidad total de medica-
mento en el cuerpo dividida por la concentracién en la sangre.

» “Cantidad total de medicamento” al tiempo ¢, estd dada por: M; = C,(t)Vp,
donde C,(t) es la “concentracién en el plasma” al tiempo t.

= “Semivida” o T, es el tiempo necesario para que la concentracion de medica-
2 .
mento en la sangre o plasma se reduzca a la mitad.

» “Constante de velocidad de eliminacién” (k.), es una constante de propor-
cionalidad, representa la fraccion de medicamento existente a cada tiempo que
es eliminada en la unidad de tiempo.

» “Aclaramiento sanguineo”, Cl,, y “ Aclaramiento plasmatico”, Cl,. Es el volumen
de sangre o plasma depurado de medicamento en la unidad de tiempo. El
aclaramiento esta relacionado con el volumen en el que se disuelve el medica-
mento (volumen de distribucién) y con la velocidad a la que sale (es decir, con
Ti/2 0 con k). Se define como el producto del volumen de distribucién por la
constante de velocidad de eliminacién,

Olp = VD * kel-
La velocidad a la cual se elimina el medicamento se puede hallar por: Cl, * C,,.

= “Extraccién”, se produce extraccién cuando algin dérgano toma, en alguna
medida, medicamento de la sangre. Por extraccién se indica, normalmente, la
eliminacion irreversible de medicamento, ya sea por excrecion o por metabolismo.
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Razoén de extracciéon, es un niimero entre cero y uno, y se define por la siguiente
relacion:
Csangre entrada — C(sangre salida

C,

sangre entrada

E =

La razén de extraccion se relaciona con el aclaramiento a partir de:
Cl=QF,
donde @: es el flujo de sangre.

= “Efecto de primer paso”, se presenta cuando una gran proporcion del medica-
mento que es absorbido va a ser eliminado antes de que llegue a circulaciéon
sistémica.

= “Area bajo la curva de concentracién”: A(0, co) = Jo° Cy(t)dt.

= “Tiempo para la concentracion maxima”, t.,4,, tiempo donde la concentracién
alcanza su maximo valor.

» “Concentracion méaxima”, Cp(tmax), s el maximo valor de la concentracion.

Las tdltimas tres cantidades son estimadas en la mayoria de los estudios de farma-
cocinética y dan informacién farmacocinética del medicamento bajo estudio. También
son de utilidad para realizar estudios de bioequivalencia entre dos medicamentos, un

medicamento nuevo que se va a introducir al mercado con un medicamento genérico,
ver Berger y Hsu (1996).

2.3. Modelos de Compartimientos

En esta seccién se expone la teoria concerniente con modelos de compartimientos,
topico importante en el desarrollo del actual proyecto de investigacién, en los ejem-
plos ilustrativos usados para la busqueda de disenos éptimos con el criterio que se
propone en el capitulo @l Se empieza dando la nocién de compartimiento, la forma de
cémo establecer las ecuaciones diferenciales asociadas al modelo de compartimientos,
y al final, para algunos casos, se presenta la solucién explicita de estas ecuaciones.

Una clase de modelos nolineales de especial importancia resulta al considerar la
respuesta de un fenémeno descrito por un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias como resultado de un analisis compartimental. Un sistema compartimen-
tal se entiende como aquel que esta formado por un numero finito de subsistemas
macroscéopicos, llamados compartimientos, cada uno de los cuales es homogéneo y
esta bien mezclado, ademés hay intercambio de materiales entre los compartimientos y
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el medio. Alli pueden haber entradas (inputs) del medio en uno o mas compartimientos
y también pueden existir salidas de uno o mas compartimientos al medio, ver Seber

v Wild (1989).

Un uso comin de los modelos de compartimientos es en el area de farmacocinética,
visto brevemente en la seccién anterior. Alli se estudia el intercambio de sustancias,
por ejemplo un medicamento, en un sistema biolégico dividido en compartimientos.
Se asume que las tasas de flujo de las sustancias entre compartimientos sigue una
cinética de primer orden, esto es la tasa de transferencia de un compartimiento recep-
tor es proporcional a la concentracién en el compartimiento proveedor, o fuente. Los
coeficientes de transferencia, asumidos constantes con respecto al tiempo, son llama-
dos tasas constantes. Estos modelos son usados en diferentes ramas de la medicina
y en muchas otras de la biologia, incluyendo el estudio de ecosistemas en ecologia.
También son de utilidad en quimica y bioquimica, en el estudio del movimiento de
poblaciones y en la dispersion de epidemias, entre otros. Por lo anterior es interesante
tener técnicas especiales para hacer su analisis mas tratable. A continuacién se da una
vision global de los modelos de compartimientos y un método para la solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales.

2.3.1. Modelos de compartimientos y diagramas de sistemas

Los compartimientos son descritos por circulos y el intercambio de sustancia de un
compartimiento a otro por una flecha, como se muestra en los dos diagramas de la

Figura 211

La Figura [Z1] (a) muestra un diagrama de dos compartimientos usado para modelar
la cinética de un medicamento cuando se administra via oral. El segundo comparti-
miento tiene una tasa de absorcion de 791, y una tasa de eliminacién al exterior
de vg2. El primer compartimiento representa el lugar de administracién, el estéma-
go en este caso. La Figura 2] (b) ilustra un sistema de tres compartimientos que
sirve para modelar la cinética de un medicamento administrado via oral en el tiempo
t = 0 y luego se distribuye en el organismo. Como en el modelo anterior, el primer
compartimiento representa el sitio de administracién. El compartimiento 3, conocido
como compartimiento central, representa el plasma (sangre) o el sistema circulatorio.
En el compartimiento 2 estan representados los tejidos.

En Metzler (1971) se presenta una discusién con respecto al nimero de compartimientos.
En farmacocinética no es considerado como un compartimiento el lugar donde se ad-
ministra el medicamento, asi los dos modelos considerados serian monocompartimen-
tales y bicompartimentales. Sin embargo, en adelante se tendra en cuenta el sitio de
administraciéon como un compartimiento.
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J/Voz l/ Yos

(a) (b)

Figura 2.1: Dos modelos de compartimientos: (a) dos compartimientos, (b) tres
compartimientos.

En la Figura 2ZI(b) se tiene un flujo de sustancias del compartimiento 1 al 2, un in-
tercambio entre los compartimientos 2 y 3, y una salida al medio del compartimiento
central, (3).

El sistema se dice que es cerrado si no tiene intercambio con el medio, en caso con-
trario el sistema es abierto. Los compartimientos no necesitan ser fisicamente sepa-
rados. Por ejemplo en el caso de reacciones quimicas, los compartimientos pueden
hacer referencia a cantidades de diferentes sustancias dentro del mismo recipiente, y
el “intercambio de sustancia” a la forma como ciertos componentes reaccionan para
formar otros y viceversa. Cabe senalar en este punto que existen varios trabajos de
disenios éptimos en esta direccién, ver por ejemplo: Ucinski y Bogacka (2005).

Los modelos de compartimientos lineales son de interés para este trabajo, aquellos
donde las tasas de transferencia de sustancias del compartimiento j al compartimiento
k son proporcionales a la cantidad de sustancia que esta presente en el compartimiento
7. Este supuesto es conocido como cinética de primer orden. Estos modelos conducen
a sistemas lineales de ecuaciones diferenciales.

Siguiendo el desarrollo historico de este tema, inicialmente se comienza con un tratamien-
to deterministico y después se introducen las consideraciones estocasticas en el modelo.
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Modelos lineales deterministicos

Sea 1;(t) la cantidad de sustancia presente en el compartimiento j al tiempo t. Sea
750 la tasa de entrada de la sustancia del medio al compartimiento j. El coeficiente
de transferencia fraccional, i, es la tasa de distribucién desde el compartimiento k
al compartimiento j, dividido por la cantidad de sustancia en k, 7 = 0 corresponde
al medio.

Heuristicamente, en un intervalo de tiempo infinitesimal [t,¢+ dt) pasa una canti-
dad de sustancia dada por y;mpdt desde el compartimiento k al compartimiento j.
Andlogamente, una cantidad v,;dt pasa desde el compartimiento j al medio. Asi en
la Figura 20i(b), el cambio en la cantidad de sustancia en el compartimiento 3 es:

dns(t) = vya1mi (£)dt — yosns(t)dt — yasns(t)dt + y3ama(t)dt

y la tasa de cambio estd dada por:

ds(t)

T Y3111 (1) — Y033 (t) — Yasns(t) + va2ma(t).

Asi, el sistema completo de la Figura [Z(b), se describe por el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales:

m(t) = —yam(t)
M2(t) = ya3ns(t) — vsama(t)
n3(t) = va1m(t) — (Y03 + 723)m3(t) + Y32m2(2). (2.1)

En forma andloga el sistema de la Figura 2.I](a), se describe por:

m(t) = —yam(t)
772(75> = 721771(75) - 702772(t)- (2-2)

En general, las tasas fraccionales v;;, pueden depender del tiempo ¢, el estado 7 del sis-

tema, y algunos parametros desconocidos . Ademas, pueden existir ¢ compartimientos,
con sustancia siendo transferida entre todos los compartimientos y entre el medio y

cualquier compartimiento. Un modelo asi de general se puede describir por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:

Zm n:t,0) m(t Zm 0t 0)n;(8) +vj0(t), (G=1,2,...,¢) (23)

conocidas como ecuaciones de balance. En esta seccion solo se abordara el caso de
sistemas lineales, donde ;i (17:t) = v ¥ Vjo(t) = 7o, se suponen constantes. Asi, el
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sistema de ecuaciones se puede escribir en forma compacta como:

=Y ik + Yo,
K1

donde: o, = Vs #ky

C C

Qjj = — § ki = — § 5.
k=0 k=0
k#j k]

La forma matricial del sistema anterior es la siguiente:

0(t) = An(t) +r(t), (2.4)

donde A = [(«j)] es una matriz ¢ x c¢. En general los ~;;’s distintos de cero forman
parte del vector 6 de parametros desconocidos. El estado inicial del sistema 7(0) puede
ser conocido o tener parametros desconocidos.

Los datos experimentales que son usados para ajustar el modelo de compartimientos
tipicamente consiste de medidas en 7;(t) tomadas para uno o mas compartimientos
en una sucesiéon de puntos de tiempos discretos. En la mayoria de las situaciones
experimentales es imposible tomar medidas en todos los compartimientos. En algunos
casos las tinicas medidas disponibles son i n;j(t), la cantidad total de sustancia en
el sistema, o sélo se tienen las medidas en un sélo compartimiento, en el central, por
ejemplo. El ultimo caso es objeto de estudio en el capitulo [l Pero se esta consciente
de que la inhabilidad o incapacidad de tomar medidas en todos los compartimientos
puede causar problemas de identificabilidad con el vector de parametros 6, Seber y
Wild (1989) presenta una discusién al respecto.

El propésito de un andlisis compartimental es usualmente la estimacién de 6 y/o pro-
bar el ajuste de un modelo postulado con datos experimentales o elegir entre modelos
competitivos.

En la préxima seccion se presenta la solucion al sistema de ecuaciones diferenciales y
las respectivas soluciones para los dos modelos considerados.

2.3.2. Solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

La solucién general de (2.4]) se escribe como:

n(t) = et + e x r(t) (2.5)
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donde la matriz exponencial e representa la serie de potencias convergente:

At (At)?
At At
et =1+ T + o

donde * denota la funcién convolucién,

+ ...

t
eMxr(t) = / Ay (u)du.
0

La funcién vectorial se integra componente a componente. Si A es diagonalizable,
entonces existe una matriz no singular de vectores propios, U, y una matriz diagonal
de valores propios, A = diag (A1, Az, ..., A.) tal que

A=UAU
entonces,
eAt — []e/\t(]—l7
siendo
eM = diag (e’\lt, e ,e)‘ct) .

Se puede verificar que la ecuacion 25 es solucién al sistema cuando r(t) = 0, n(0) = 1
y la matriz A es diagonalizable. En efecto, a partir de la siguiente igualdad:

= An=UAU"p,
premultiplicando ambos lados por U™, y haciendo ¢ = U1, se obtiene:
¢ = Ag,
dando un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden independientes:
Sk = MeSk, K=1,2,...,¢

con soluciones:
() = eM6,(0),

donde ¢ (0) es el k-ésimo elemento de U~ 'ny. Reinvirtiendo a n = Ug, se tiene
n(t) = UeNU 'y = e*np. (2.6)

Si la matriz A no es diagonalizable, y/o bajo consideraciones més generales, se debe
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales por métodos numéricos (Jennrich y
Brigth (1976)). Igualmente se puede usar integracién numérica para obtener los gra-
dientes, con respecto al vector de parametros #, de la soluciéon obtenida para un
compartimiento particular. Este no es el caso con los modelos de compartimientos
que se usaran en el capitulo [l
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Ejemplo 2.3.1. En esta seccion se van a hallar las soluciones de los modelos de
compartimientos de la Figura [2]].

El sistema de ecuaciones diferenciales de la ecuacion [2.9 se representa en forma
matricial como:

n(t) = Ain(t) +ri(t),

— 0
donde n*' = (ny, n), Ay = [ 21 _ } yrI(t)=(0, 0).
Y21 —702

No es dificil mostrar que los valores propios de Ay son A\ = —721, Aa = —7Yp2, CON
vectores propios asociados:

vf = (o2 =21, Y1), vy = (0, 1).

Entonces, haciendo U = [v; vy y €M = diag (e 72!, e7702Y) se obtiene como solu-
cion del sistema anterior:

- L (o2 —en) et 0 "
Yoo — Yar [ Va1 (€77 — €77 (yoz — yar) 70 |

ysind = (C, 0), se obtiene:

n(t) = e,

Cle 21t
n(t) = { Y21 (ef'ymt _ e'y02t)}

Y02 721
La solucion obtenida para el sequndo compartimiento corresponde a uno de los ejem-
plos dados en la seccion 3063 de modelos no lineales siendo 61 = a1 y 05 = Yps.

Andlogamente se halla la solucion para el sequndo modelo de tres compartimientos.
El sistema de ecuaciones dado en la ecuacion 2] se representa por:

0(t) = An(t) +r(t),

Y32 — (703 + 723
Lo anterior se obtiene al resolver la primera ecuacion diferencial, con 1;(0) = Ay.

Acd la matriz A es cuadrada y diagonalizable, donde:

siendon(t)T = (na(t), m3(t)), A= [_732 123 )], yrt)t = (O, Agys1 exp(—31t) )

1 1

A=UANU", U= {MW 2 ] A = diag(\, ),

Y23 A2t03+723

con \; y Ay soluciones de la ecuacion cuadrdtica: \* + (g + Y23 + Y03) A + 32723 = 0.

Luego, se obtiene la siguiente expresion para e’
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e>\1t e)\Qt

A1+7y32 732
eMt e

Y23 A2+703+723

At
e = Aot )

1 1 11
A2+703+723 A 32 A
{_iﬂ T

Y23 A A1+732 A

con
1 32723 (M 4 132) (A2 + 703 +723)

A 32723 — (A 4 732) (A2 + Y03 + 723)
Y con las condiciones iniciales: 11(0) = Ao, 12(0) = n3(0) = 0, la solucion estd dada
por:

de donde al integrar término a término la matriz anterior se obtiene la siguiente
solucion:

772(75) = i Ao l {{ 1 — 1 ] e 1t _ 1 Mt 1 e)\zt}
Y2 A 2 A L[+ A 3+ A Y31 + A1 Y31 + A2

n3(t) = R { { ! - ! } e st
A Yo3¥32(ya1 + A1) (A2 4+ Y03 + 723) (A1 + 732) (731 + A2)

At

e e>\2t }
— +
Yo3¥s2(V3r + A1) (A2 + 703 + Y23) (AL + v32) (731 + A2)
Este modelo de tres compartimientos es usado en el problema bajo estudio del capitulo

4



Capitulo 3

Teoria de los disenos 6ptimos

3.1. Introducciéon

En este capitulo se exploran los conceptos de optimalidad tanto para modelos lineales
como no lineales. Se introducen los criterios de optimalidad a partir de funciones y ma-
trices de informacion, )(Pukelsheim (1993)). Ademds, se construyen disenios éptimos
para varios modelos y se presenta una version completa y unificada de los teoremas
de equivalencia presentados en los trabajos de Whittle (1973), Kiefer (1974) y Silvey
y Titterington (1974). Se presentan las respectivas demostraciones. Parte del trabajo
presentado en este capitulo fue publicado en Lépez y Ramos (2007a).

En diversas areas de investigacién se tiene como objetivo modelar las relaciones una

variable respuesta, Y, a través de k-variables explicativas, 27 = (x1, 2o, ..., 2}), me-
diante un modelo estadistico de la forma:
Y =Y(z) =n(x;0) +¢, (3.1)

siendo n(z; @) una funcién lineal o no lineal en el vector de pardmetros desconocido
0 € R™; y el término de error se supone que tiene media cero y varianza constante o2.
Una vez que se especifica el modelo, el siguiente paso es determinar en qué condiciones
experimentales, niveles de los z,’s, se debe medir la respuesta para obtener una mejoria
en la calidad de la inferencia estadistica a un menor costo. Esto se alcanza al construir
un diseno en donde la eleccién de los niveles de los z;’s y la frecuencia de medicién de
la respuesta estd regido por algtn criterio de optimalidad (con significado estadistico).

En la literatura aparecen varios ejemplos practicos donde se han usado los disenos
6ptimos, ver Atkinson (1996). Ademas, existe un gran nimero de contribuciones sobre
este tépico, por ejemplo, entre otros autores, Smith (1918) encontré disefios para los
modelos polinomiales, Kiefer (1959) introdujo explicitamente la nocién de diseno 6pti-
mo y sus propiedades; y posteriormente realizéo muchos trabajos en el area, ver Brown

15
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et al. (1985). El area de los disenos 6ptimos es un campo de investigacion maduro
donde, libros como el de Atkinson y Donev (1992) y Pukelsheim (1993), recogen los
tratamientos estadistico y formal, respectivamente, de los disenos éptimos.

3.2. Disenos 6ptimos para modelos lineales

Para los modelos lineales se considera que la relacién entre las n-observaciones Y; y
x; esta dada por:

Y=Y (z;) =0 f (2;) + ¢, v; €RF, § € R™, (3.2)

donde f = [f1,..., fm]" es un vector de m-funciones de regresién continuas, de valor
real, linealmente independientes definidas en un conjunto y. El conjunto y C R*
contiene todos los posibles puntos donde las observaciones pueden ser tomadas y es
llamado el espacio de diseno o rango de regresién. Se supone que Y es un subcon-
junto compacto de algin espacio euclidiano, con § € R™ un vector de m-pardmetros
desconocidos y ¢; una variable aleatoria con media E[¢;] = 0 y varianza Var (¢;) =
0% > 0. Adem4s, en la primera parte de este trabajo se supone no correlacién en las
n-observaciones, es mas los €; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas.

Para la estimacion puntual, el supuesto de los dos primeros momentos de la variable
aleatoria son suficientes;

E[Y|x] =60 f(z), Var[Y|z]=0o?>0.

Sin embargo, para el problema de la construccién de regiones de confianza y pruebas
de hipodtesis, se supone que la respuesta Y en el punto z se distribuye normal con
media 07 f (z) y varianza 0% > 0, es decir:

Y ~ N(@'f (z),0?).

Los x; no son necesariamente distintos, se pueden hacer observaciones repetidas en
algin z;; ademas, en lo que sigue se supone que todas las observaciones no estan

correlacionadas: ,
ofi=7
E lee,] = o
lei€s] { 0 i#7.
Si las diferentes respuestas y los errores se disponen en vectores Y = (Y7, ... ,Yn)T y
e=(€1,... ,en)T, entonces el modelo se puede escribir en forma matricial como:

Y = FO + e,
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T . ..
donde F' = [f(z1),..., f(x,)] € R™™, denota la matriz de disefio de orden n x m.
La esperanza y la matriz de varianzas covarianzas del vector Y, conocida también
con el nombre de matriz de dispersion, se puede escribir como:

E[Y] = F0, D[Y]= 0%, (3.3)

donde I, es la matriz identidad de orden n x n. Siguiendo a Pukelsheim (1993),
la ecuacion se conoce como el modelo lineal con los supuestos de momentos.
Si adicionalmente, el supuesto de normalidad se cumple para Yi,...,Y,, entonces
Y ~ N,(F0,0%I,), y en este caso se denomina el modelo lineal con el supuesto de
normalidad.

Un hecho importante del analisis estadistico de la relacion funcional es la es-
timacién de los pardmetros desconocidos § y o2 a partir de los datos observados
Y = (Y,... ,Yn)T. La inferencia en los modelos lineales, por el momento, se va a
restringir a estimadores lineales insesgados para 6, esto es,

0, =LY,
donde L € R™*" es una matriz dada y
E [éL] —LFO=0, V9cR™ (3.4)

Con el propésito de comparar diferentes estimadores lineales insesgados, se introduce
el concepto de orden de Loewner.

Definicién 3.2.1. Sea NND(m) (PD(m)) el conjunto de las matrices definidas no
negativas ( positivas ) de orden mxm y Sim(m) el conjunto de las matrices simétricas
de orden m x m. Se define para A, B € Sim(m),

A>B siysolosi (A—B)e NND(m), A> B siysdlosi (A—B) e PD(m).

El orden definido en el conjunto Sim(m) es un orden parcial, es decir, es antisimétri-
co: A>ByB>A= A= B, reflexivo (A > A) y transitivo: A > By B > C =
A > (. Este orden se denomina el orden de Loewner. El orden anterior no es total,
pues no permite que cualesquiera dos matrices A y B en Sim(m) sean comparables.

La matriz de dispersion de un estimador lineal es definida no negativa, es decir,

~

D[] = D[LY] = o*LL" > 0.

Esta matriz de dispersién se puede minimizarA(en el orden de Loewner) con respecto
a todos los estimadores lineales insesgados 67 de 6, es decir, bajo el supuesto de
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r(F) := rango(F) = m, entonces §BLUVE — (F’TF)_1 FTY es el mejor estimador

lineal insesgado con respecto al orden de Loewner, es decir,
o> (FTF)" =D [éBLUE} <D [éL} :
para cualquier estimador lineal insesgado 0, de 6.

Hay situaciones experimentales donde uno de los objetivos del investigador se traduce
en realizar contrastes o comparaciones con los parametros del modelo. En este caso
es de interés la estimacion de ¢ - combinaciones lineales de 6, representada matricial-
mente como K76, donde K € R™*Y es conocida y de rango completo por filas, es
decir, r(K) = q. Se supone que K70 es estimable, es decir, existe un estimador lineal
insesgado para K76, o en forma equivalente si se cumple:

C(K)CC(F")=C(F'F), (3.5)

donde C (A) denota el espacio generado por las columnas de la matriz A. Ademsés,
se puede mostrar que el mejor estimador lineal insesgado (con respecto al orden de
Loewner) para el subsistema parametral, K76, esta dado por:

0% = KT (FTF)” FTy,

donde (FTF)_ denota una inversa generalizada de la matriz F'7F. La matriz de dis-
persién (minima) de este estimador estd dada por: D |05 | = ¢2KT (FTF)” K. Se

puede mostrar que bajo la condicién de inclusién de rango dada en la ecuacion B3]

el estimador 6K y su matriz de dispersiéon no dependen de la eleccién de la inversa
generalizada de (F7F) .

A continuacion se va a dar la nocion de diseno experimental tanto en el caso de disenos
exactos como aproximados, dando mayor énfasis en este trabajo a los ltimos.

Sean x1,xs,...xs, s-puntos distintos, y n; el nimero de repeticiones del punto x; en
la muestra. Con lo anterior se define una medida de probabilidad £, en el espacio
de disenio x con soporte finito {z1,...,z,} y probabilidad n;/n para el punto z;.

Para una muestra de tamano n, se considera un diseno exacto a cualquier medida de
probabilidad con soporte finito con probabilidades proporcionales a 1/n. Se denota
en forma resumida esta medida por medio de la matriz:

r1 ... T
o =[5 %]

la primera fila contiene los puntos del espacio de diseno y donde las observaciones
han de ser tomadas y la segunda fila indica la proporcion de observaciones a tomar
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en cada punto.

Note que la matriz FTF se puede escribir en funcién del diseno §(n)» Ya que

FTF = anf(xz)fT<mz) = ”Z %f(xl)fT(xl) = n/ f(@) [T (@) dE () = nM(&my),

donde la matriz de momentos, M (&), es FT—F

En contraste con los disenos exactos, se definen los disenos aproximados o continuos,

oo X
§_|: 1...U)S:|7

con w; = &(x;), siendo £ una medida de probabilidad definida en B, conjunto de Borel
de x que incluye los conjuntos unitarios; tal que £ tiene soporte finito. El soporte de &
es Supp(§) = {z; € x|¢ (z;) > 0} = {z1,..., 2}, s: ndmero de puntos de soporte de
€, v las observaciones Y (x) se hacen en z1,...,x, con frecuencias (o pesos) aproxi-
madamente proporcionales a wq, . . ., w,. El conjunto de todos los disenos aproximados
se denota por =. En lo que sigue se hace referencia a los disenos aproximados. Como
se vera mas adelante, estos disenos poseen la ventaja de que la buisqueda de un diseno
optimo conlleva a un problema de optimizacion convexa, mientras que en el caso de
disenos exactos es un problema de optimizacién entera, el cual es en general mas
dificil de enfrentar. Sin embargo, como en las aplicaciones se usan disenos exactos, es
necesario utilizar un método de redondeo eficiente que convierte disenos aproximados
en disenos exactos, ver Pukelsheim (1993), capitulo 12. Este método se usard en el
capitulo @ Seccién de este trabajo.

Para cada diseno &, la versién generalizada de la matriz de momentos estd dada por:
/ F @) fT (x)de (x Z f () fF () w; = FTWF, (3.6)

donde W = diag (wr, ..., ws), y F = [f(x1),..., f(z,)]" € R™™,

La forma de como cuantificar la informacion suministrada por la matriz de momentos
depende de la definicién de algunos funcionales de valor real (con un significado es-
tadistico) de la matriz de momentos sobre =, denominados criterios de optimalidad.
Estos criterios de optimalidad se presentan a continuacion, siguiendo el enfoque de
Pukelsheim (1993), quién define la funcién intermedia Ck, con el fin de dar cuenta de
la “informacion” contenida en combinaciones lineales de 6. Luego se da la nocion de
funcion de informacion, ¢. Para cada diseno, la matriz Cx (M (€)) intuitivamente mide
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la informacién que aporta el sistema de pardmetros K760, mientras que la funcién de
informacion la cuantifica por medio de un nimero real.

Definicién 3.2.2. Sea & € = un diseno aproximado. Para una matriz dada K € R™*4
con r(K) = q <'m, se denomina:

A(K)={¢eE|C(K)cC(M())},
el conjunto de todos los disenos factibles y se define
Ck : NND(m) — Sim(q),

tal que: Ci (M (§)) = (KTM*(S)K)A, coné € A(K). Ck (M (§)) se llama la matriz
de informacion de & € A (K) para el subsistema parametral K*6.

Note que para £ un diseno factible, Cx (M (&)) cumple con las siguientes propiedades:
homogeneidad positiva, esto es: Cx (§A4) = 0Ck (A), A > 0, § > 0; superaditivi-
dad: Cx (A+ B) > Ck (A) 4+ Ck (B), A, B > 0; concavidad: Ck ((1 — a) A+ aB) >
(1—a)Ck(A) + aCk (B), A,B € NND(m), 0 < a < 1; isotonfa: A > B =
Ck (A) > Ck (B). Ademés de cumplir la siguiente propiedad en cuanto al rango o
imagen de esta funcién, Rango (Cx) € NND(q).

Todas las propiedades anteriores hacen referencia a propiedades deseables de la for-
ma de como cuantificar la informacién. La matriz Cx (M (§)) desempena un papel
importante en la definicién del problema de diseno, que se dd mas adelante. Observe
que si K = I, es decir en este caso interesa estimar 0, y si M () es no singular,
entonces Cr (M (£)) = M (§), coincidiendo la matriz de informacién con la matriz de
momentos, por esta razon en la literatura M también se llama matriz de informacién.

Una vez definida la matriz de informacién, el siguiente paso consiste en buscar la
forma de como cuantificar la informacion suministrada por cada diseno, ya sea por
la matriz de momentos o la matriz de informacién. Esto se hace a partir de la defini-
ciéon de un funcional definido en el conjunto de las matrices definidas no negativas;
¢ : NND(q) — R. La funcién ¢ es de informacién si cumple con ser: homogéneamente
positiva: ¢ (6C) = d¢ (C), § > 0, C > 0; superaditiva: ¢ (C' + D) > ¢ (C) + ¢ (D);
no negativa: ¢ (C') > 0, C' > 0 y semicontinua superiormente: los conjuntos de nivel
{p>a} = {Ce€NND(q):(C) > a} son cerrados para todo o € R. En lo que
sigue ¢ denotara una funcién de informacion.

Con lo anterior, ya se tienen las herramientas necesarias para formular el problema
de diseno que se da a continuacién:
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Definicién 3.2.3. El problema de diserio para el sistema parametral K'0 consiste
en encontrar un diseno £ que sea factible y que mazximice, sobre todos los disenos &
factibles para K0, la funcién de informacion:

& (Cx (M () = o ((K™M () K)™).

Por las propiedades de ¢ y Cf, principalmente la semicontinuidad superior y por la
compacidad de y dada en la definicién, el méximo anterior se alcanza para algin
diseno ¢ (Pukelsheim (1993)). Si €* es solucién del problema de diseno, entonces se
dird que &* es ¢-6ptimo.

En el caso de que K = ¢, ¢ € R™*! entonces el criterio asociado se denomina c-
optimalidad; se puede mostrar que la tnica funcién de informacion es la identidad:
¢ (0) = d y el problema de disenio se reduce a encontrar un diseno £* que sea factible
para ¢’'f y maximice la funcién de informacién:

¢ (Ce(M(€))) =Ce(M (€)= ("M (&) ¢)

El lado derecho de la igualdad anterior es el inverso de la varianza asociada al esti-
mador 6ptimo para c¢!'8; luego los disefios c-6ptimos son aquellos que minimizan la
varianza de ¢T0. Note que en el caso de disenos ¢ aproximados, el problema de diseno
dado en la Definicién es equivalente a un problema de optimizacién convexo, en
donde en vez de maximizar se considera minimizar el negativo de la funcién respecti-
va. Entonces se pueden hacer uso de los resultados de la teoria de funciones convexas
para resolverlo. En cambio si ¢ es un disenio exacto, el problema de diseno se convierte
en un problema de optimizacion entera el cual, en general, es mas dificil de resolver.

-1

A continuacién se exhibe una clase de funciones de informacion introducida por Kiefer,
denominado media matricial de orden p, (matriz means), la cual da origen a los cri-
terios de optimalidad de mayor popularidad.

Definicién 3.2.4. Sea C € NND(q), para C > 0, se define la media matricial de
orden p, ¢,, como la siguiente funcion:
Amax(C), p =00

1 1/p
LT(en)| T p A 0,p A oo

(det(C)*, p=0
)\mfn(C)7 p=—

9p(C) = (3.7)

donde Apax(C) y Amm(C) denotan el mdximo y el minimo valor propio de la matriz
C, respectivamente.
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Observacién 3.2.1. Anotaciones del criterio ¢,,.
= ¢, es una funcion de informacion para p € [—oo, 1].

» Si un diseno & mazimiza el criterio anterior, con C' = Cx(M(£)), se dice que
el diseno es ¢,-dptimo (p € [—o0, 1]).

» $iC =Cx(M(€)) = (KTM (&)~ K)_l yp € {0,—1,—o0} se tienen los criterios
de optimalidad mas populares en su version generalizada. Todos dependen de la
maximizacion del respectivo funcional evaluado en la matriz de informacion, en
algunos casos evaluado en el diseno &, ellos son, respectivamente,

o Dy -optimalidad, (p = 0), criterio del determinante, equivale, en el caso
de disenos exactos, a minimizar el volumen del elipsoide asociado a la
estimacion del sistema K10, cuando los errores son normales. En este caso
el elipsoide del (1—a)100% de confianza para el vector KT estd dado por
el conjunto de vectores i € R™ que cumplen:

9
. mo
0% —p) < Tfm,nf’/’(F),lfa7

con M(§) = F'F, 6% = (n—r(F)) 'Y (L,=F(FTF)"F")Y y fon-nr),1-a
denota el cuantil 1 — « de la distribucion f con pardmetros m yn — r(F).
El volumen del elipsoide es proporcional a: \/det(KTM~(£)K).

-1

(0% — )" (K"M(©)K)

St K =1, el interés estd en la estimacion del vector de pardametros, y en
este caso el criterio asociado se denomina: D-optimalidad.

No es dificil mostrar que este criterio, cuando K = I, es invariante ba-
jo reparametrizaciones, es decir, los disenos D-optimos obtenidos para el
modelo Y = F6 + €, son los mismos que para el modelo:

Y1:F1¢9—1—61:FA9+61, (38)

donde A es una matriz definida positiva. En efecto, el diseno & es Dy-
optimo para estimar A6 si maximiza:

dol€) = {det (AM~(©)A7) '}

0 equivalente si minimiza

1/q

—é log(det (AM~(¢)AT)) = —é log(det(M~(£))) — élog(det(ATA)),

donde el sequndo término de la ultima igualdad no depende del diseno,
y por tanto el diseno D-optimo para estimar 6 en el primer modelo es
equivalente al diseno D 4-dptimo para estimar A6 en el modelo [T8.
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e L-optimalidad,, (p = —1), criterio promedio. Es proporcional al reciproco
del promedio de las varianzas asociado a las q—combinaciones lineales de
0. Es decir:

-1

6-1(8) = %Tr (KM ()" K)

En el caso donde K = I, este criterio recibe el nombre de A-optimalidad,
promedio de las m varianzas de cada uno de los estimadores de las com-
ponentes del vector 6, y

e E-optimalidad,, (p = —o0), criterio del valor propio, mazimizacion del
valor propio mds pequeno. En este caso:

P—oo(Cr (M(£))) = Amin ((KTM— (g)K)*)

= (Amax (KT M7 (OK))

-1
=< mix KM (Kzp |
z€RY,||z]|=1
es decir, el diseno E-optimal minimiza la varianza mds grande posible entre

todas las combinaciones lineales zT KT0, con z un vector de norma uno.

El problema de optimizacién planteado en la Definicién es muy complejo. En
la practica se hace uso de teoremas de equivalencia para verificar si un diseno dado
es ¢-Optimo, ademas de facilitar la construccion de algoritmos computacionales para
la busqueda de disenos ¢-6ptimos ( Pukelsheim (1993), Atkinson y Donev (1992)).
El primer teorema de equivalencia lo demostraron Kiefer y Wolfowitz (1960), alli es-
tablecieron la equivalencia entre D-optimalidad y G-optimalidad. A propdsito, un
diseno ¢ es G-6ptimo si minimiza:

VE€ € =,

Y

101 () = { P AN COTIE) 21

donde d (z; M (£)) = fT(x)M~ (€) f(x) se conoce como la varianza de prediccién. Es
decir, £ es G-6ptimo si minimiza la varianza mas grande posible sobre Y.

Teorema 3.2.1. Teorema de Equivalencia de Kiefer - Wolfowitz. Sea x C R* con
m-vectores linealmente independientes. Un disenio & con matriz de momentos M (§),
definida positiva, es D-optimo st y solo si & es G-optimo si y solo si: Yo € ¥,
fL()M=(€) f(x) <m, siysolosid(M(€))=m.

En caso de optimalidad, f* (z;) M=Y(E)f (x5) =m, & (z;) < =, Va; € Supp(€).

1
m
Por lo popular de los criterios ¢, (p € [—00,1]) y considerando el caso general donde
M € NND(m), se enuncia el siguiente teorema de equivalencia que da condiciones
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necesarias y suficientes para garantizar que un diseno dado sea ¢,- éptimo. Para la
demostracion se puede consultar Pukelsheim (1993), capitulo 7, pagina 178. En lo que
sigue, por simplicidad, M = M (§) y M~ es el conjunto de las inversas generalizadas
de M.

Teorema 3.2.2. Sea ¢,, p € (—o0,1], M un subconjunto convexo y compacto de

NND(m) y M(§) € M, con & factible para K0 y matriz de informacién C =
Cr(M(E)). Entonces:

= & es ¢,-Optimo para K70 en M si y solo si: 3G € M~ tal que:
Tr(AGKCPT'K'G") < Tr(C?) VA € M.

En caso de optimalidad, la igualdad se obtiene si en vez de A se coloca M u
otra matriz M € M ¢,-dptima para K6 en M.

w 510 < M) € M, entonces & es ¢p-dptimo para 0 en M si y solo si:
Tr(AMP () < Tr (MP(€)), VA € M.

Para p =0y M > 0, la condicién requerida se traduce en: Tr (AM 1) < m,VA € M,
pero M es generado por las matrices de rango uno: A = f(z)f7(z), es suficiente
verificar la condicién para A, y el lado izquierdo de la desigualdad es:

Tr (AM™') = Tr (f(2) " (2)M ") = Tr (fT (@) M~ f(2)) = [T (2)M " f(2),

mostrando un caso particular de una de las equivalencias del Teorema [3.2.1]

Para p = —1 (L-optimalidad), M >0y C = (KTM_lK)_l, la condicién a verificar

D(z;&) = fM(x)M'"KK" M ' f(z) - Tr (K"M'K) <0, Vz € x. (3.9)

La expresién del lado izquierdo de la desigualdad anterior se denomina la funcién
de varianza o de sensibilidad asociada al criterio y se denota por D(z;¢). Existe la
versién del teorema de equivalencia para E-optimalidad (p = —o0), ver Pukelsheim

(1993).

En la seccion B.4] se presenta una versiéon més general del Teorema [3.2.2, con su de-
mostracion, para cualquier funcién de informacion ¢ coéncava, usando la nocién de
derivada direccional. En esa seccién se presenta un enfoque unificado de los trabajos
de Whittle (1973), Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974); ademds se vera el
teorema de equivalencia de Kiefer y Wolfowitz (Teorema [3.2.1]) como un caso particu-
lar.

A continuacién se muestran dos ejemplos ilustrativos, donde se encuentran disenos
optimos y se hace uso de los respectivos teoremas de equivalencia.



CAPITULO 3. TEORIA DE LOS DISENOS OPTIMOS 25

Ejemplo 3.2.1. Disenos 6ptimos para modelos polinomiales.
Considere inicialmente el modelo polinomial de grado 2 en el intervalo [—1,1],

Y(z) =f"(2)0 + ¢,

donde f7(z) = (1, x, 2?) y 67 = (6o, 01, 62), = € [-1,1].
-10 1
1/31/31/3 ]

En el caso D-optimo, se verificard a continuacion que el diseno , & = {

es un disenio D-dptimo para estimar 6 (tomando K =1 ).

En efecto, bastard con mostrar que el diseno & verifica las condiciones del Teorema
[Z21. Primero note que su matriz de momentos es:

. . 1 1 302
M(E) = Fla)f7 (2)dE (2) = 1za2]"[1za2]===1]020
( ) /a:GSupp(é) <x) (x) (x) xe{;o,l}[ o ] [ o } 3 3 202
y para x € [—1,1],
3021\ [1] 4
d(z; M(&) = ff ()M (&) f(x)=[1za*] [ - |020 v | =2t - 2% +3.
202 2| 2 2

En la Figura[31 se muestra que la funcion, D(x;&) = d(x; M (§)) — 3 tiene todos sus
valores por debajo de cero, y en los puntos de soporte alcanza su mdximo, luego & es
D-optimo para estimar el vector de pardmetros 6.

En la Literatura existe la solucion para el caso general, polinomios de grado d — 1,
para los disenos D-dptimos en el intervalo [—1,1] (Pukelsheim (1993), capitulo 9,
pdgina 214; Atkinson y Donev (1992), capitulo 11, pdgina 125). Los autores usan
como arqumento el Teoremal321, y muestran que los disenos D-éptimos tienen igual
peso 1/d en los puntos de soporte, x, que son solucion a la ecuacion:

(1—2*)Py_1(z) =0
donde Pd(x) es la deriwada del polinomio de Legendre de grado d, dada por la siguiente

expresion.:
_ ZN: 2d 22)'£Bd 2
B I(d — 24)!

=

donde

S .
5= st d es impar

d .
N:{Z si d es par
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D(x,£)

Figura 3.1: Grafico de la funcién de varianza D(z;¢), modelo cuadratico.

Como lo observd Stigler, S. M. (1971), los diserios D-dptimos en cualquier intervalo de
la forma |a,b], se pueden hallar al transformar linealmente el diserio éptimo obtenido
en el intervalo [—1,1], esto es porque el criterio D-optimal es también invariante ba-
jo transformaciones lineales en las variables regresoras. Hay una gran diversidad de
trabajos en disenos optimos para modelos polinomiales, por ejemplo: Hoel y Levine
(1964) encontraron disenos éptimos para extrapolacion; mientras que Dette, Melas y
Pepelyshev (2004a) hallaron disenos optimos para la estimacion de los coeficientes
individuales.

A continuacion se da un ejemplo donde se tienen dos variables regresoras.

Ejemplo 3.2.2. Modelo de regresiéon lineal en dos variables.
Considere el modelo de regresion lineal en dos variables: Y (z) = 01x1+6,x9+€, donde
x1 € [0,al, x5 €[0,b], a,b > 0.
En este caso x = [0,a] x [0,b], y fT(z) = (a1, x2). Se va a encontrar un diseno
A-dptimo para estimar 07 = (01,0,), es decir, hallar un disenio & tal que minimice
1/2TrM~1(€), donde

¢ = ($11,$21)T ($137$23)T

wq o W,

Un diseno candidato tiene como puntos de soporte (a,0)T,(0,b)T, (a,b)T con pesos
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Figura 3.2: Grafico de las funciones de varianza, D(z;§) = D ((xl, mg)T : f), para los
disenos: (a) A-6ptimo, (b) c-6ptimo.

wy, wa, 1 —wy — ws. Por ejemplo, para el caso donde a = b = 1, se obtuvo que el
diseno optimo tiene pesos: wy; = 0.4227,wy = 0.4227, w3 = 0.1547, en los puntos
(1,0)7, (0, )T, (1,1)T. En este caso la matriz de momentos y su inversa estin dadas
por:

B a®(1—ws)  ab(l —w; — ws)
M(§) = [ab(l —wp —wy) (1 —wy) ]

1

v -5 |

b (1 — wy) —ab(1 —wy — wg)}
A ;

—ab(1 — wy — ws) a’(1 — wo)
donde A = a?b* [wy (1 — wy) + wy (1 — wy — wo)]. Luego:

Tr (M1(9)) b (1—w1)—A|—a (1—w2).

Bastaria verificar, usando el respectivo teorema de equivalencia, que el diseno ante-
rior es A-dptimo. En efecto, haciendo K = I en la ecuacion [T se obtiene que la
desiqualdad a verificar es:

@M NOMNE) f(x) — Tr (M) 0, ¥ 2™ = (a1,2) € [0,0] x [0,1].

En la Figura[32 (a) se muestra el caso particular para a = b = 1, y se verifica que
en efecto el diseno propuesto es A-optimo.

Volviendo al caso anterior, si el interés del investigador estd en comparar ambos
pardmetros mediante el contraste, 01 — 0y, entonces en este caso c'0 = (1,—1)0, y



CAPITULO 3. TEORIA DE LOS DISENOS OPTIMOS 28

el diseno c-éptimo & es tal que minimiza ¢" M~ (€)c. En este caso el disenio c-optimo
obtenido para a = b =1 estd dado por:

w= %0 %9

con M(&.) = diag(0.5,0.5).

En la ecuacion[39 al considerar K = ¢, se obtiene la respectiva funcion de varianza
o de sensibilidad dada por:

D(w; &) = [T (x)M 7 (&)ec" M7 (&) f(x) — "M TN (E)e.

En la Figura[32 (b) se encuentra la funcion anterior. Claramente D(x;&.) < 0, para
xT = (mlny) € [07 1] X [07 1]

3.3. Eficiencia de los disenos

Observe que los disenos 6ptimos dependen del criterio de optimalidad usado. Una
forma de comparar dos disenos &, & es a partir del calculo de las ¢-eficiencias. La
¢-eficiencia del diseno &, abreviada por ¢-ef(§), estd definida como:

()
SUPgxc= o(€*) .
La funcién ¢ — ef(£) estd entre cero y uno. Proporciona una medida de cuanto por-
centaje en informacién estd suministrando el diseno £ con respecto a la informacion
maxima. Asi, si & fue obtenido a partir de un criterio de optimalidad ¢, entonces
al calcular la eficiencia de cualquier otro diseno &; este valor dara una idea de que
tan cercano o alejado esta éste de la informacion suministrada por el diseno ¢;-6ptimo.

¢ — ef(§) = ¢ — eficiencia(§) =

Esta nocion es clara en el caso de los disenos c-6ptimos, pues:

(M(€)e) " fe TM(€)e

c ef = -1 — T A — )
¢ (g) Supg* (CTMf(S*)C) c'M (6)0

es el cociente de dos varianzas, la varianza de ¢’ aportada por el disefio ¢ y la varian-
za minima posible.

En el caso de D-optimalidad:

M (€)] TW
)

D —et(e) = o —etl) = | S
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es proporcional al nimero de puntos de soporte del diseno, Atkinson y Donev (1992).
Lo anterior permite dar una interpretacion de la eficiencia obtenida en funcion del
nimero de observaciones requeridas para que el diseno en cuestién sea tan eficiente
como el 6ptimo.

Antes de continuar con la teoria concerniente a los disenos 6ptimos para modelos no
lineales, en la siguiente seccion se estudian los teoremas de equivalencia, que se usaran
en las secciones y capitulos siguientes.

3.4. Teoremas de equivalencia

En el area de los disenios éptimos son de gran relevancia los asi llamados teoremas de
equivalencia. Sirven para encontrar algoritmicamente disenos ¢-6ptimos, y en algunos
casos para verificar que en efecto el diseno obtenido por algin proceso de optimizacion
numérica, es el 6ptimo. Se dedicara esta seccion a introducir los conceptos y resul-
tados necesarios para demostrar el teorema general de equivalencia, adicionalmente
se usara el teorema para deducir los respectivos teoremas de equivalencia para D, L,
Dk y Dy optimalidad.

En lo que sigue se denotard por: x el rango de regresién, M (§) = [ f (¢) f* (1) £ (dt)
la matriz de informacién asociada al diseno &, = el conjunto de todos los disenos &
y ¢ es un criterio de optimalidad céncavo, es decir: ¢ es una funcién de NND(m) a
R*, tal que: Va € (0,1), VA, B € NND(m) se cumple:

d(@A+(1—a)B)>ap(A)+ (1 —a)p(B). (3.10)

En este trabajo se considera un subconjunto de NND(m), M (E) ={M (§) : £ € =},
el conjunto de todas las matrices de informacion, asociado a los diferentes disenos

ek

A continuacion se presentard una version unificada de los trabajos de Whittle (1973),
Kiefer (1974) y Silvey y Titterington (1974). Sean Ay B € NND(m) y ¢ un criterio
de optimalidad céncavo, se define la derivada direccional en A en la direccién de B
por:

o (A; B) :leilrg%{qb((l—e)AjLeB)—qb(A)}. (3.11)

Dados dos disenos £ y n € Z, se define la derivada direccional de ¢ en la direccion de

1) por:
O (&) = (M ()5 M ().
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A continuacién se van a enunciar y demostrar algunos resultados asociados con la
funcién ®(.;.).

Lema 3.4.1. Sean A y B matrices definidas no negativas, entonces:
1. ®(A; B) existe y ¢ (A; A) =0.
2. ®(A;B) = ¢ (B) — ¢ (A).

3. Si ¢ es diferenciable, es decir, cuando:

o= 18 - (B8] [0
existe, entonces:
O (A;B)=Tr{(B—A)V¢p(A)}. (3.12)

Demostracién:
Para mostrar [} basta verificar que ¢ (¢) = £ {¢ ((1 —€) A+ eB) — ¢ (A)} es una fun-
cién decreciente en (0, 1) y ademds acotada inferiormente. Veamos que ¢ (€) es decre-
ciente, note que, si 0 < €1 < €5 < 1, se tiene que:

b=y dtam) - o) = o(L(-a)atan+ (1-2) ) - o)

> U1 At aB) + (1—§)¢<A>—¢<A>
= L6 ((1 - &) A+ e:B) — ¢ (A)]

€2

luego ¢ es una funcion decreciente. Ademds, < (€) > £ [(1 —€) ¢ (A) + €¢ (B) — ¢ (A)] =
& (B) — ¢ (A). D(A; A) = 0 se sigue de la ecuacién (BIT]).

El numeral [ es consecuencia del numeral [, al usar el acotamiento de .

Los detalles para la igualdad (B3I2) del numeral [ se pueden consultar en Kiefer
(1974). O

Lema 3.4.2. Sean A y B € NND(m).

1. Sip1, pa, ..., ¢, son criterios de optimalidad concavos, entonces, ¢, = Z;Zl Vi P;
es concavo, cony; > 0y > ;v =1, y ademds: . (A; B), la derivada direccional
de ¢. en A en la direccion de B, es:

O (A;B) =Y 7, (4 B),
=1
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siendo ®; (A; B) la derivada direccional de ¢; en A en la direccion de B.

2. Si ¢ es diferenciable entonces ® es una funcion lineal en la sequnda componente,
es decir, para By, B, . .., matrices definidas no negativas y A1, Ao, . .., numeros
no negativos tal que Y . \; =1, se tiene:

ZA @ (A; B;) (A Z)\ B, )
3. Si ¢ diferenciable, ® (M (£); M(n)) se puede representar como:
(M (¢ / D (#: M (€)) n(dt),

donde D (t; M (§)) = ® (M (&) ; M (;)), y 6y una medida de probabilidad con-

centrada en el punto t.

4. Se define la tasa mazimal de ascenso de ¢ desde & como:

D (&) = sup @ (M (§); M () ,

nes

st ¢ es diferenciable entonces:

D(g) =sup D (t; M (). (3.13)

tex

Demostracién:
Para mostrar [2 observe que:

i) <A;Z/\]Bj> = T (DX NBi- A) Vo (A))

s diferenciable

= Tr( (D NB =) AjA> Vo (A))

= Tr Z A (Bj — A)) Vo (A)>
- ZTr [(A; (B; = A)) Vo (A)]
= Z)\jq) (A; By)



CAPITULO 3. TEORIA DE LOS DISENOS OPTIMOS 32

En el caso del numeral B note que al ser ¢ diferenciable, se puede aplicar la ecuacién
3.12] y se obtiene:

© (M(&); M(n)) = Tr[(M(n) — M(£)) Vo (M(E))]

obteniendo el resultado deseado.
Para mostrar la igualdad (8.I3]) ded tenga en cuenta que como J; € =, entonces:

D) > / D(t: M (€))b,(dt) = D (1 M (€)), ¥t € .

D (&) = sup D (t; M (€));

tex

por otro lado, al aplicar [3], se tiene:

o (M / D(t; M (¢ / sup D (t; M (€)) n(dt),

tex

(M (E): M (n) <supD (t; M (£)), Vn € Z,

tex

sup® (M (€)5 M (n)) < sup D (£ M (£))

ne= tex

O

A continuacién se enuncia y demuestra el teorema general de equivalencia, Whittle
(1973) pégina 125.
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Teorema 3.4.1. Teorema general de equivalencia. Sean x un conjunto compacto y
las funciones f(.) continuas.

1. Si ¢ es un criterio de optimalidad concavo, entonces un diseno ¢-optimal £ es
equivalentemente caracterizado por cualesquiera de las siguientes condiciones:

a) & maximiza ¢,
b) & minimiza D (€),
c) D(&)=0.
2. El punto (M (£*); M (£%)), es un punto de silla de ®(.;.), es decir,

(M (E7); M (n) <0=&(M(E); M) <®(M(E);M(E)), V¢ n € E.

3. Si ¢ es diferenciable entonces el soporte de £ estd contenido en
{t: D(t; M (")) =0},
y D (t; M (€%)) = 0, £ -casi sequramente.

Observe que para los dos primeros incisos no se requiere que ¢ sea diferenciable.

Demostracion:

De la compacidad de y y la continuidad de f(.), se concluye que el conjunto de
todas las matrices de momentos, M (Z), es compacto. Lo anterior se sigue del hecho
que M (Z) es generado por S = T (x), donde T es una aplicacién continua de x
en NND (m), tal que T(t) = f(t)fT(t), y como x es compacto, se sigue que S es
compacto, y por tanto M (Z) es compacto. Ademas, al ser ¢ una funcién céncava se
sigue que el éptimo se alcanza en algun diseno £* € =.

[ ={Td En efecto, de la definicién de @ y siendo £* un diseno éptimo, se tiene,

O(M(E);M(n) <0, VneZ,

de donde,

D (&) <0,

y como la igualdad se alcanza cuando n = £*, entonces se concluye que D (£*) = 0.

[ <[Id Esta equivalencia se sigue del hecho que D (§) > ® (M (£); M (£)) =0, y
se ha mostrado que la igualdad siempre se alcanza al menos cuando £ es ¢-optimal.
Por otro lado, [d implica [[d (y también 1), ya que si & es no optimal entonces

¢ (M (1)) > ¢ (M (€)), para algin 7 € E, pero:

O (M(&);M(n) = ¢ (M(n) —o (M), (3.14)
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luego @ (M (§); M (n)) > 0, de donde:

D(€) > 0.

Luego se ha mostrado [}

El lado izquierdo de la expresion en 2] es evidente, pues £ es ¢-6ptimo. Mientras el
lado derecho se sigue al tomar 1 = £* en la ecuacion [B.14]

Para finalizar, la afirmacion [3 se sigue del par de relaciones:

D (5 M (€)= (M (€):M(5) < 0 [ Dt M(€)€ (@) = (M (€)M (€)=
0.

En la préactica se usa el siguiente resultado cuya prueba es sencilla usando el teorema
anterior.

Corolario 3.4.1. Sea ¢ un criterio de optimalidad concavo y diferenciable. Entonces
& € Z es ¢-optimo si y solo si:

Viex D(tM(E) <0y D(tM(E)) =0Vt e Supp(§). (3.15)

3.5. Consecuencias del teorema general de equiva-
lencia

A partir del Teorema general de equivalencia se tiene una forma equivalente para
hallar disenos ¢-6ptimos. Por el corolario B.4.]] es suficiente encontrar la derivada
direccional del criterio respectivo y hallar D (¢; M (§)). En los siguientes corolarios
se dan las expresiones para los diferentes criterios que se van a utilizar, D, Dy, L, y
D,-optimalidad.

Corolario 3.5.1. D-optimalidad, Kiefer y Wolfowitz (1960).
Sea My (§) > 0 y considere ¢(&) = log|M (€)|, entonces:

1. Vo (M (§)) = M~ (E),

2. La derwada direccional de ¢ en & en la direccion del diserio n es:
O (M (€); M () = Tr (M (n) M~ () —m,

3. DM () = Tr(f () [T () M) —m=fT () M~ () f(t) —m
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Demostracién:
Para ver 2 note que:

O (M (£); M (n)) = ®(M(E); M( ) =Tr (M (n) = M (£)) Vo (M (€)))
= Tr (M (n) — M (§)) M~ (€))
=Tr (M (n) M~ (&) —m

Mientras [ es un caso particular de 2] en efecto:

D (M (&) = (M (€): M (5)) =@ (M(©): £ (1) [ (1)
= Te (£ (1) /1 () M) —m= [T ()M (©) F (1) —m.

Corolario 3.5.2. L-optimalidad.
Sip(M (&) =—-Tr(KTM™ (&) K) ==Tr(LM~*(£)), L=KK". Entonces:

1. V(M (&) =M1 (§ LM (g).

2. La derwada direccional de ¢ en & en la direccion del diserio n estd dada por:
© (M (§); M () = Tr((M (n) = M () M~ (§) LM~ (€)) -

3. D (M () = fT () M7H(E LM (&) f (t) = Tr(LM ™ (8)).

Demostracion:
La parte 2 es directa,

© (&) = (M (€)M (n)) =Tr ((M(n) — M (&) M~ (&) LM (€))

La parte [3] se sigue de:

D(t; M (€)= (M (£); M (8,) =Tr ((f (1) f7 (1) = M (&) M~ (§) LM ()
= [T O)MTHE LM (&) f(t) = Tr (LM (6)).
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Corolario 3.5.3. D 4-optimalidad, D-optimalidad para estimar el sistema AT6.
Sea Apyxme, con r(A) =m'. Defina ¢ (M (§)) = — log |AT]\4*1 (&) A|. Entonces:

dlog| AT M~1(£)A|
oM =

1. —MHE) A(ATM T (E)A) T ATM T (€).

2. La deriwada direccional de ¢ en & en la direccion del diseno n estd dada por:

D (M (€)M () = T (M () — M () M (&) A (ATM () 4) ™ A"M (6)]

3. D(t; M (€)= fT(t) M~ (&) A(ATM 1 (€) A) T ATM (&) f () — .

Demostraciéon:
Para mostrar [l se usa el hecho de que: log|U| = lim, op~' (TrUP —m). Se tiene
entonces que:
log |ATM ™1 (€) A = lmp~! (Tr (ATM ' (£) A)" —m)
p—0
0log }ATM*1 (S)A| ., 0 S »
oni = g ATV A = ml
, _ _ -1 _
= lim — M () A (ATMT(§) A)" ATMT(g)
ver Kiefer (1974)

= —MTH(E) A(ATMTH(E) A) T ATMT ()
Para ver [ se tiene:
@ (M (§); M () = ~Tr [(M (n) = M (&) (=M~ (€) A(ATM ™ (€) A) " A™M ' (§) )]
= T [(M () = M (€)) M~ (€) A (ATM ™ (¢) A) " AT M (¢)]
Y por ultimo se muestra
D (t; M (§)) = D(M(&); M (6:))
= [T () MTA (AT M A) T AT (1) — T (A (AT MM A) T AT M)
= T OMOAATM () A) T ATMTE) f (1) - m
siendo m’ el numero de filas de A. OJ
En el siguiente corolario se presenta el criterio usado para estimar en forma éptima un

subconjunto de v-parametros, v < m. Ademads se puede usar para hacer discriminacion
entre dos modelos anidados.
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Corolario 3.5.4. D,-optimalidad.

Sea 6o (M (€)) = log (8L, donde M (&) = [%2 & e

de orden I x I, y fT ()3 = fl (t) B + fL (t) Ba, y al reescribir ¢, como:

G (M (£)) = log |[M (§)| — log [ Mz (§)| = &1 (M (£)) — d2 (M (£)),
entonces:
1@ (M () M (n)) = Tr[(M (n) — M (§)) M~ (§)]=Tr ((Maz (n) — Ma2 (€)) My, (€))
2. D(t; M (€)= fT ) M1 (&) f (1) — f3 (t) My (€) fo (t) — v, donde v=m —1.

Demostracién:
Para mostrar [I] se observa que:

(M (&); M (n)) = P2 (M (§), M (n)) — 02 (M (£), M (n))
= Tr [(M (n) = M (€)) M~ (§)] — Tr (Maz (1) — M2 (€)) May' (€))

], con Mao (&) matriz

A partir de la expresién anterior y usando propiedades de la derivada direccional se
obtiene 2, en efecto:

D (M (€)= 1 () M7 (&) f(t) —m — fy (t) My (€) f2(t) +1
= fTOM () (1)~ f3 (t) My (€) fo(t) — v

O]
3.6. Disenos 6ptimos para modelos no lineales
Los modelos no lineales se pueden representar por:
Y (x) =n(x;0) +e, (3.16)
donde, como en el modelo lineal, las variables explicativas 7 = (1, w9, . .., x,) varfan

en un espacio de disefio compacto, ¥ C R¥, dotado de una o - algebra, B, (Borelianos
en x, agregandole los conjuntos unitarios), 8 € 2 C R™, los errores con media cero y
varianza constante y 7 (z;#) es una funcién no lineal en 6.
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En el modelo 310, dado un disenio £ definido en B, se conoce que el estimador de
minimos cuadrados para 6, én, bajo ciertas condiciones de regularidad (entre otras,
como continuidad de n(z; #) con respecto a § € 2, para cualquier x) es asintéticamente
insesgado, de hecho es fuertemente consistente, es decir, 0, — oo O casi seguramente.
Ademas, la expresion de la matriz de varianzas-covarianzas de 0 se halla al aproximar
n(x; @) por una expansién en potencias en una vecindad de 6y:

n(x;0) = n(x;00) + (0 — 0o)" f(x;60),

siendo f(x;0) = a"é?a).

Se puede mostrar, ver por ejemplo Fedorov y Hackl (1997), que la matriz de varianzas-
covarianzas asintotica de 6 es la inversa de la matriz:

M (£;6) = B¢ [f(x:0) 7 (:6)] = / F(:0) £ (25 0)de (1),

de hecho bajo algunos supuestos, como por ejemplo la existencia de 9*n(z; 0)/06,00;,
i,7 = 1,2,...,m, se puede mostrar que o~ 2nD [én] — M~ (6y), donde M(6,) =

im0 0°n "M (£(ny, 0), donde &,y es un disefio exacto. Es decir, o >nM (£, )
es un estimador fuertemente consistente para M~1(6,).

De esta forma se motiva el estudio de funcionales de la matriz M (£;0), debido a sus
propiedades asintéticas. Note que bajo el supuesto de normalidad e independencia
en los errores se tiene que M (&;0) es una combinacién ponderada de las matrices de
informacion de Fisher asociada a cada punto de soporte x,, del diseno §, u = 1,2,...,s,
esta informacion esta dada por:

E

- [_6‘2 logp(ylwuﬁ)] 7

B, B, g
_logp(y|$u;9) <_ logp(y|xu,9)) 62

00 00

donde p(y|x,,0) = ﬁ exp (—W) Luego la componente (i, j) de la matriz

de informacién de Fisher del punto x, se reduce a:

82 _(y—n(mgﬂ))Q 2 . 2 . . .
E|_ < 2 ) _E [ 1 <_ 0*n(xy; 0) +77($u;9)8 n(xy;0) N on(xy; 0) on(x,;0)

06,0, o? 96,0, 96,0, 0,

1 On(zy; 0) On(zy; 0)

0'2 8@ 89]

00,

)



CAPITULO 3. TEORIA DE LOS DISENOS OPTIMOS 39

Luego la matriz de informacién de Fisher del punto x,, estd dada por: (%f(xu; 0)fT (x4 0),
y asi,

® 1
M(&;0) = ;wugf(%; 0)f" (24 0).

Sin pérdida de generalidad se supone que 02 = 1, ya que en los criterios de optimalidad
que se van a usar no se ven afectados por el valor de este pardametro, se supone que
este pardmetro es constante. De lo anterior a M (;0) se le conoce como matriz de
informacion, y juega el papel de la matriz de momentos del modelo lineal, si se con-
siderara el modelo linealizado.

La dependencia de M de 6 hace que la busqueda de disenos 6éptimos dependa de este
pardmetro. En forma andloga al caso lineal, se cuantifica la magnitud de la informa-
cién suministrada por M (&,0) a partir de funcionales de ésta, y consecuentemente
la maximizacién de alguna funcién de informacion, ¢, de valor real, ver Box y Lucas
(1959). En este tipo de modelos las propiedades que tienen los criterios de optimalidad
se traducen en términos asintéticos.

Para la construccion de los disenos éptimos existen varias alternativas, en este trabajo
se exploran las siguientes:

3.6.1. Disenos optimos locales

Introducidos por Chernoff (1953), son los primeros disenos que aparecieron para el ca-
so no lineal. Consiste en dar inicialmente un valor a priori para #, 8y, que esté cercano
al valor verdadero del parametro. Esta asignacion a priori dependera del conocimiento
que tenga el investigador acerca del problema, de donde se puede optar por estima-
ciones de 6 a partir de datos previos, o a partir de estudios similares. Una vez se tenga
el valor a priori para 6, denotado por 6, se construyen disenios é6ptimos a partir de fun-
cionales de la matriz de informacién M (¢;6y). Como lo afirma Cochran (1973) pagina
771: “Denme un valor de 6 y aseguro disenar el mejor experimento para estimar 6”.
Es claro que los disenos 6ptimos en modelos no lineales dependeran del valor a priori
que se halla seleccionado para 6, por tanto es importante tener un buen estimador
inicial de 6, 0y. Los disenos resultantes son disenos 6ptimos locales. Varios autores han
usado esta alternativa para la construccion de los disenos, ver por ejemplo: Ford, et
al. (1992); Dette, Melas y Pepelyshev (2004b); Dette, Melas y Wong (2005); O’Brien
(1992); O’Brien (2005), entre otros. La construccién de disenos D-6ptimos locales y
[L-6ptimos locales, son explorados en los ejemplos de la subseccion
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3.6.2. Disenos 6ptimos promediados por una distribucién a
priori 7

Los disenos 6ptimos locales dependen de una buena eleccion para 6, aunado al hecho
de que en varios modelos los disenos 6ptimos resultantes son disenos no aptos para la
realizacién de pruebas de bondad de ajuste, ver los ejemplos de la subseccion B.6.3
Una posible solucién se presenta cuando se conoce una serie de posibles valores para
0 con una distribucién asociada. En general, si se tiene una distribucion a priori para
0, 7, se puede optar por usar como criterio de optimalidad el resultado de integrar
el criterio subyacente con respecto a la medida dada por 7. Dando como resultado el
criterio de optimalidad, que en algunos articulos se le denomina, Bayesiano. Se hace la
anotacion que en este trabajo se usa el término Bayesiano por su relacién con el uso de
distribuciones a priori. Es claro que los disenos 6ptimos propiamente Bayesianos, ha-
cen uso de funciones de utilidad, ver por ejemplo la revisiéon de Chaloner y Verdinelli
(1995) y juegan un papel importante en la teoria de los disenos éptimos. Cabe senalar
que en este trabajo no se hizo uso de este enfoque.

En algunas situaciones considerando distribuciones a prioris lo suficientemente dis-
persas se pueden encontrar disenos éptimos con un numero suficiente de puntos de
soporte donde es posible llevar a cabo pruebas de bondad de ajuste, ver Atkinson y
Donev (1992). En particular, un diseno ¢ es D-6ptimo Bayesiano (con respecto a la
distribucion a priori 7), para abreviar D -6ptimo, si maximiza:

E, [log [M (£ 0)]] = / log M (&:0)| dx (6).

En general, un diseno es ¢-6ptimo Bayesiano con respecto a la distribuciéon a priori 7,
abreviado por ¢.-6ptimo, Dette, Haines e Imhof (2007), si maximiza: E, [¢(M (§;0))].
Ejemplos de este tipo de disenios son mostrados en la subseccién y también en
el capitulo [ donde se exploran otros criterios de optimalidad.

Para D, optimalidad, se obtiene la siguiente equivalencia, generalizacion del teorema
de Kiefer y Wolfowitz, y se pueden usar los resultados dados en la seccién B.4], bajo
el supuesto que M > 0:

¢ es D, — 6ptimo si y sélo st E [f7(z;0)M " (&;6) f(2;0)] <m, Vz e x. (3.17)

La respectiva equivalencia se obtiene para L -optimalidad al calcular la esperanza,
con respecto a la a priori 7, de la expresion B9 Es decir, £ es L-6ptimo si y s6lo si:

Ve ex, Ei [fT(z;0)M (KK M~ f(z;0) — Tr (K"M'K)] <0,  (3.18)

donde K y M~!, son matrices que dependen de 6.
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En la literatura de disenos 6ptimos en modelos no lineales, existen otras alternativas
de solucion que no son exploradas en este trabajo, como lo son los disenos maximin, y

maximin estandarizados, entre otros, ver Dette, Haines e Imhof (2007), Dette y Sahm
(1998).

A continuacién se presentan varios ejemplos de modelos no lineales donde el in-
terés esta en encontrar disenos éptimos tanto éptimos locales como promediados por
una distribucién a priori: disenos 6ptimos Bayesiano. Estos ejemplos aparecen en la
literatura usual de disenos 6ptimos, y en este trabajo se han encontrado los disenos
Optimos para otros valores locales y considerando distribuciones a priori diferentes.

3.6.3. Ejemplos de disenos 6ptimos en modelos no lineales

Ejemplo 3.6.1. Modelo de decaimiento exponencial.
Este modelo esta dado por:

n(x;0) = exp(—0z), = > 0.

Si 0y es una buena asignacion para 0, su matriz de informacion, que en efecto es un
numero real, es:

M(£:60) = M(z0; 60) = / Plasto)ds ),

donde

Fw;00) = 2

25"1@0) lo—g, = —z exp(=0oz).

El modelo linealizado consta de un pardmetro, y el diseno D-optimo local concentra
toda su masa en un punto. Se verd a continuacion que el punto es: xg = 1/6y. Sea &
el diseno que tiene como punto de soporte a xq, entonces:

M (&y;60) = x5 exp (—20p0) (3.19)
No es dificil mostrar que el mdzimo de la ecuacion[319 se alcanza en xo = 1/0q, y
2(x:0
;€)= 7 (a3 )M (€10) (23 00) = g o0 (o P exp (~2 aly — 1))

[ (@3 60)déo (=)

observe que d(x;&) < 1,V z > 0 yd(z,&) = 1 en z = 1/6y, luego el diseno que
concentra su masa en 1/60y es D-dptimo local. Este diserio no permite realizar pruebas
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de bondad de ajuste para el modelo en cuestion. El diseno depende de la especificacion
de 0y, y puede llegar a ser ineficiente si Oy estd muy lejos del valor verdadero 6.

Otra forma de hallar un diseno dptimo es a partir de un enfoque Bayesiano, donde
se incorpora el conocimiento acerca de 6 por medio de una distribucion a priori.
Como ilustracion se consideran 6 distribuciones a prioris discretas, uniformes en
5 puntos, y se hallaron los respectivos disenos D, -optimos para estimar 6, con las
diferentes a priori, ver Tabla[Z1. Lo anterior fue hecho numéricamente con ayuda
de algoritmos computacionales programados en el lenguaje R usando la equivalencia
[317. Los diserios Dr-optimos obtenidos estdn formados por tres puntos de soporte,
observandose variacion en las distintas a prioris consideradas, tanto en los puntos
de soporte (primera fila de cada diseno) como en sus pesos (sequnda fila del diseno).
En Atkinson y Donev (1992), pdgina 230, muestran como los puntos de soporte del
diseno aumentan a medida que la distribucion a priori que los autores consideran es
mds dispersa.

7 | Soporte dist. a priori 7; | Diseno ]D),,j—éptimo
m | (0.09,049,1,49,9) 8:312 é:ig (1)?1'29
m | (0.10 0.50, 1, 5.0, 10) 8:}& é:i; g:i
T | (0.110.51,1,5.1,11) g:jé é:ii g:%
m | (012052, 1, 5.2, 12) 8:}13 (1):?12 g:?g
T | (0.140.54, 1, 5.4, 14) 8:}15 (1):23 g:gg
me | (0.150.55, 1, 5.5, 15) 8:}18 é:gg 8:32

Tabla 3.1: Disenos 6ptimos para el modelo de decaimiento exponencial con diferentes
distribuciones a priori uniformes para 6.

Ejemplo 3.6.2. Modelo de compartimientos.

Los modelos de compartimientos son de gran utilidad en farmacocinética, ver capitulo
[A Estos modelos se utilizan, entre otras aplicaciones, para modelar el nivel de con-
centracion de un medicamento en la sangre de un individuo a lo largo del tiempo. Se
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considera el siguiente modelo:

01

n(z,0) = -

{exp (—0sz) — exp (—01z)} x>0, 6; > 0 > 0. (3.20)

Asociado al trabajo bioldgico es de interés, ademds de estimar el vector de pardmetros
0, estimar tres cantidades que ayudan al estudio de la cinética del medicamento en
un individuo. Estas cantidades son:

1. El drea bajo la curva (AUC): g1 (0) = [;"n (2;0) do = o

. . . log 01 —1
2. Tiempo para la concentracion maxima: go (0) = Tmax = %.

3. La concentracion mdzima: gs (0) = 1 (Tmax; 0)-

La construccion de disenos optimos para la estimacion de estas funciones simultanea-
mente, se puede hacer a partir de disenos IL-dptimos locales (ver ecuacion [3.7, con
p = —1), y disenos L-dptimos promediados por una distribucion a priori, se con-
siderd una a priori uniforme. La j-ésima columna, K;, de K es el gradiente de la
funcion no lineal, g; (0), evaluada en o = (910, 920). Asi se asequra que el diseno
optimo serd aquel que minimice el promedio asintotico de la varianzas del respectivo
estimador linealizado, es decir, aquel que minimiza:

L5 b, ()] § 5 ]
j=1

En el caso de estudio, las primeras dos columnas de K estan dadas por:

KE 00 = (0~ ) KT @0) = (Mgasgm, =mifee ).
en forma andloga se halla la tercera columna de K. Como ilustracién, se tomd 0 =
(0.7, 0.2), y en la Tabla [33 se presentan los disenos LL-dptimos locales obtenidos
para la estimacion de las tres caracteristicas de interés simultineamente. También se
considero una a priori uniforme discreta para los siguientes cinco valores del vector
de pardmetros, 0:

0= {(0.70, 0.20)", (0.65, 0.15)",(0.75, 0.25)", (0.65, 0.25)" , (0.75, 0.15)T},

es decir, m(0) = 1/5, Y0 € ©. En la Tablal3.3 se reporta el diserio L-dptimo Bayesiano
obtenido. Ambos disenos LL-optimo local y LL-dptimo promediado por la a priori w,
presentan pocas diferencias. Ademds, en ambos casos se verifica que el diseno hallado
satisface las equivalencias dadas por las ecuaciones[3.9 y[F 18, respectivamente.
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Criterio Diseno 6ptimo
— 1.31 6.60

L-optimalidad local 0.28 0.72
— ' o 1.46 7.14

L-optimalidad Promediada por la a priori © 0.27 0.73

Tabla 3.2: Disenos L-6ptimos locales y promediados por la a priori 7 para el modelo
5, 20)

Hay muchos otros trabajos en disenos de experimentos optimos para modelos de
compartimientos. Por ejemplo, trabajos recientes de Lopez y Ramos (2007¢) y Lépez y
Ramos (2007b). En el primer trabajo se estudia otro modelo de cuatro compartimientos
con posible aplicacion en farmacocinética y se hallan disenos [L-6ptimos locales Bayesia-
nos y en el segundo trabajo, usando el mismo modelo, se hacen comparaciones entre
disenos L y D4 éptimos Bayesianos. Para otros trabajos en modelos de compartimientos
con observaciones correlacionadas ver por ejemplo Lépez-Fidalgo et al (2005).

3.7. Criterios de optimalidad para discriminar entre
modelos

En los contextos tanto lineal como no lineal se asume implicitamente que se conoce
la forma funcional n(x;#), lo cual en situaciones practicas no es del todo cierto. Es
posible tener idea de que uno de varios modelos es el adecuado para la situacién
experimental que se esta estudiando, pero no se sabe cual es el modelo correcto. Lo
anterior hace pensar en la necesidad de construir disenos que tengan una potencia
alta para discriminar entre varios modelos, es decir que permitan decidir cual de los
modelos en cuestion es el mas adecuado.

En lo que sigue se supone que todos los modelos bajo consideracién dependen del
mismo conjunto de variables independientes. Se presenta el caso donde se necesita
discriminar entre dos modelos. Se supone que los dos modelos tienen la siguiente

estructura:
Y =n(x;0) + e,

donde la funcién n(x; @) es una de dos funciones conocidas n; (x; 61) 6 na(x; 6), siendo
01691CRm1 yHQGQQC]Rm?.

A continuaciéon se presenta un posible criterio para discriminar entre dos modelos
competitivos. Es uno de los criterios mas usados en la literatura de los disenos éptimos,
en el CapituloM], secccion [1.3.6], donde se compara el criterio que se verd a continuacién
con el criterio D4-optimal para el caso de dos modelos anidados.
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3.7.1. T-optimalidad

Este criterio fue introducido por Atkinson y Cox (1974), y luego fue generalizado
para el caso de discriminacién entre mas de dos modelos por Atkinson y Fedorov
(1975b). Los resultados que los autores obtienen dependen de los estimadores de
minimos cuadrados y del supuesto de normalidad. Para el caso de no normalidad se
ha propuesto un criterio alternativo ver Lépez-Fidalgo et al (2007).

El disenio 6ptimo para discriminar depende de cual de las funciones, n;, es la correcta.
Suponga que la funcién correcta es n,(x) = n(z;0) = ny(x; 61). El criterio de optimali-
dad esta basado en la siguiente idea: Buscar un buen diseno para discriminar entre
1, ¥ 12 de tal forma que suministre una suma de cuadrados de falta de ajuste grande
para el segundo modelo. Si el segundo modelo se ajusta a los datos, los estimadores de
minimos cuadrados de los parametros dependeran del diseno experimental, del valor
de 6; y la distribucion de los errores. Los parametros estimados se hallan a partir de
la siguiente expresion:

02(6) = g [ {0) = (s} deCa)

=argmin > {nu(2) — (3 6)} €()
zeSupp(e)

y este valor produce la siguiente suma de cuadrados residual:

As(§) = Hginﬁm(f%@z)- (3.21)

donde:
Aor(€:0,) = / [1o() — ol Ba(€))} dE (2).

As(€) es una medida de falta de ajuste cuando 7s(z;;0) se reemplaza por n(x). En
el caso donde Qy = R™2, ny(x;60y) = 01 fo(x), v los errores son normales e inde-
pendientes, se tiene que As(£) es proporcional al pardmetro de no centralidad de
la distribucién x? de la suma de cuadrados residual asociada al segundo modelo.
Aquellos disenios que maximizan Ay (§) se denominan disenos T-6ptimos, la letra T
se usa con el fin de enfatizar la conexién con contraste de modelos (“Testing models”).

Para el caso de modelos lineales en los parametros, los disenos T-6ptimos obtenidos
al maximizar ([3.2]]) dan la prueba F' més potente para la falta de ajuste del segundo
modelo cuando el primero es cierto. En el caso de modelos no lineales en los pardame-
tros las propiedades de la prueba F' exacta se reemplazan por propiedades asintoticas,
pero aun asi el disefio obtenido serd aquel que maximice la ecuacién B.211
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Existe un teorema de equivalencia para el criterio definido en 321l ver Atkinson y
Fedorov (1975a). Se usa el hecho de que Ay (,02) es una funcién lineal en &, es

concava y diferenciable y bajo el supuesto de que 05(§) es tinico. Se puede mostrar
que la funcién de sensibilidad estd dada por: D(x;&) = Wa(x;&) — Ay(€), donde

Wo(t,€) = {no(;61) = ma(2362)} y 02 = 62(6).

El teorema se enuncia a continuacion.

Teorema 3.7.1. Con las condiciones dadas anteriormente se tiene que: Un diseno
& es T-optimo si y solo si Uo(x;&*) — Ag(€*) < 0 Var € x con igualdad en los
puntos de soporte del diserio £, con Wy(t, &%) = {n,(2;601) — na(a; 03)}2, 05 = B,(€%),
y Do(€7) = [ Amo(w; 00) — ma(; 05)} dE” ().

Se observa que los disenos T-6ptimos realmente son disenos locales, pues dependen del
valor de 6 para el modelo que se asume como correcto. Si se cuenta con una distribu-
cién a priori, m, para 6, entonces se puede hablar de disenios T ,-6ptimos promediados
con respecto a la distribucion a priori 7.

En la siguiente subseccion se presentan varios ejemplos, que aparecen en la literatura,
donde se construyen disenos 6ptimos usando otras distribuciones a prioris.

3.7.2. Algunos ejemplos de disenos T-6ptimos

A continuacion se van a explorar algunos ejemplos que aparecen en la literatura de
disenos éptimos para discriminacion entre dos modelos, ver Atkinson y Donev (1992).
Adicional a los disenos alli reportados se encuentran otros disenos.

Ejemplo 3.7.1. Discriminacion entre los siguientes dos modelos:
m(x;01) = 6o + b11e” + b1oe™ " vs. ma(x;05) = Og9 + O + O902°,
para —1 < x < 1.
Se considera el primer modelo como verdadero. Entonces el diseno T-optimo depende

de los valores de los pardametros 011 y 012. Por ejemplo Atkinson y Fedorov (1975a)
consideran el vector de pardmetros: (4.5, —1.5,—2)T, de donde:

no(2) = m(z; (4.5, -1.5,—2)7) = 4.5 — 1.5¢* — 27 *,

Los autores justifican la aproximacion de la funcion anterior por un polinomio cuadrdti-
co, al observar que en x = —1, n,(—1) = —1.488, y alcanza su mdzrimo de 1.036 en
r = 0.144 antes de declinarse a —0.131 en z = 1.
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011 015 Disefio éptimo &* 6T Ay (&)
-1.000 -0.607 0.339 1.000 3
=10 =25 | 0o 0300 0.978 0.100 | (104 1.69 —1.94) 5.14x10

-1.000 -0.577 0.407 1.000 ] L
=05 =30 | 504 0.370 0.296 0.130 | (104282 —1.94) 1.13x10

[-1.000 -0.560 0.437 1.000 | L
0.0 =35 | 105 0360 0305 0.140 | (1:043951.94) 248 x10

-1.000 -0.550 0.453 1.000 ] P
0.5 =40 | 7o 0354 0311 0146 | (104509 —1.94) 4.05x 10

[-1.000 -0.572 0.416 1.000 ] g
0.5 4.0 | 0.201 0367 0.209 0.133 | (8.95 —3.952.49) 2.53 x 10

Tabla 3.3: Disenios T-6ptimos locales cuando n;(z;6;) es la funcién correcta y 619 =
4.5.

Se puede verificar entonces, que el diseno T-optimo para discriminar entre los dos
modelos, es decir, el diseno para el cual Ay(E) es mazimizado, estd dado por:

- —1.000 —0.669 0.144 0.957
| 0.253 0.428 0.247 0.072 |’

donde Ay(£*) = 1.087 x 1073, Un hecho sobresaliente de este diserio es que la mitad
del peso se divide entre el primer y tercer punto del diseno y la otra mitad entre los
otros dos.

En la Tabla se presentan los disenos T optimos hallados para otros valores de
011 y b15. También se reporta el valor del vector de pardmetros 0y asociado al diserio
optimo, ademds del valor optimo alcanzado por el respectivo diseno. Se observa que el
diseno optimo no depende del valor de 0y, sin embargo se utilizo 4.5 para los cdlculos.
Mediante el uso del teorema de equivalencia se verifico que en efecto todos los disenos
obtenidos son T-optimos locales.

En la Tabla[34) se encuentran los diferentes disenos T-dptimos para el caso donde
n2(x; 02) es el modelo verdadero y diferentes valores de 05. Adicionalmente se reporta
el valor del vector de parametros, él, para el diseno optimo y el valor maximo del
criterio, Ao(£*). Se observa que todos los disenos dptimos locales tienen cuatro pun-
tos de soporte, excepto el tercer diseno dptimo local que tiene cinco. En la Figural3.3
se muestra que en efecto todos los disenos obtenidos son T-optimos locales.

Adicionalmente, con propdsitos ilustrativos, se construyeron disenos T-optimos prome-
diados por una distribucion a priori. Inicialmente se considera una distribucion uni-
forme en los cinco valores considerados del vector de pardmetros para el caso donde
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T T
8,=[45,10.2.0] 8,=[45,15.25]
0.0000 4 & y 0.000 * Py a
00005 - 0001 —|
00010 — 0002 -
0005 —| 0003 =
0000 0004 =
I I I I I I I I I I
-10 05 00 05 10 -10 05 00 05 10
— T _ T
8,=[4.5,0,10] 6,=[4.5-1.0,2.0]
06400 o 8 2 00000 Ty - »
205 —|
00005 —|
105 —|
00010 |
605 —|
00015 |
805 —|
00020 |
le-04 |
I I I I I I I I I I
10 05 00 05 10 -10 05 00 05 10

Figura 3.3: Funcién de Varianza para verificar T-optimalidad, cuando ns(z;60s) es la
funcién correcta, y fo9 = 4.5.
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091 B Disefio éptimo &* 0T Ay (&)
-1.000 -0.240 0.640 1.000
1020 0.076 0.272 0.425 0.227 0.912.26 1.36

( )

1.5 2.5 -1.000-0.274 0.631 1.000 (0.022.931.59) | 4.64 x 1073
( )
( )

2.28 x 1073

0.083 0.278 0.417 0.221

-1.000 -0.641 0.240 1.000

0.228 0.424 0.272 0.076
-1.000 -0.710 0.000 0.710 1.000
[ 0.044 0.133 0.258 0.368 0.198}

—-1.0 2.0 0.91 1.36 2.25) | 2.27 x 1073

0.0 1.0 2.67 0.920.92) | 1.02 x 1074

Tabla 3.4: Otros disenos T-6ptimos locales, cuando 1(z;65) es la funcién correcta.

Modelo cierto | Distribucién a priori Diseno 6ptimo &*
1.00 -0.57 0.43 1.00

Modelo 1 T 0.20 0.36 0.30 0.14
1.00 -0.32 0.61 1.00

Modelo 2 2 0.09 0.29 0.41 0.21

Tabla 3.5: Disenos T-6ptimos promediados por dos distribuciones a prioris

el primer modelo es el verdadero, m (ver Tabla[33). Ademds, para el caso donde el
sequndo modelo es el verdadero, se hallan los disenos optimos a partir de una dis-
tribucion uniforme para los cuatro valores del vector 6y, denotada por me (ver Tabla
[34]). Los disenios optimos encontrados, para ambos casos, se hallan en la Tabla [F5.
Igualmente se verifica la optimalidad de los disenos a partir del respectivo teorema de
equivalencia.

En este ejemplo, los disenos T-optimos obtenidos en ambos casos contienen los ex-
tremos del intervalo [—1,1]. No existe una cota para el nimero de puntos de soporte
asociado con este criterio, se obtuvieron disenos con cuatro puntos de soporte y se
exhibio un diseno con cinco puntos de soporte. A partir del respectivo teorema de
equivalencia, se verifico que los disenos obtenidos son los disenos optimos, ya sea
locales o promediados por una distribucion a priori.

Ejemplo 3.7.2. Dos modelos para decaimiento.
A continuacion se van a construir disenos T-optimos para discriminar entre los

siguientes modelos para decaimiento:

1
1+92$7

ni(x;61) = exp(—01x) vs. no(x;0s) =

siendo x > 0,601 > 0,05 > 0.
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Inicialmente se supone que 1y (z;01) es el modelo verdadero, tomando 6, = 1, es decir,

ny(z) = e *, x > 0. Luego se tiene:
1 2 1 2
2@ =min [ {7~ | e =mp e - g | €@

A continuacion se van a hallar los disenos T-optimos para discriminar entre los dos
modelos anteriores bajo el supuesto que 0 < x < 10. En la Tabla[34 (a) se listan los
disenos optimos locales encontrados para otros valores de 0, adicional a 607 = 1.0.

0, 0, =1 0, =2 0, =3 0, =4
Disciio & 0.327 3.338 ]/ 10.163 1.669 T[] 0.109 1.113 T[] 0.082 0.834
0.335 0.665 | | | 0.334 0.666 ||| 0.334 0.666 ||| 0.334 0.666
0y 1.88 3.76 5.64 7.52
(a)
0, 0y =2 Oy = 4 0y = 6 0y = 8 0y = 10
Disciio £ 0.307 3.1397170.150 1.563 7] [0.102 1.046 ][ [ 0.077 0.785 [ [ 0.061 0.628
0.334 0.666 | | | 0.340 0.660 ||| 0.334 0.666 ||| 0.334 0.666 ||| 0.449 0.551
0, 1.06 2.13 3.19 4.95 7.05

(b)

Tabla 3.6: Disenos T-6ptimos locales para discriminar entre los dos modelos para
decaimiento, cuando: (a) ny(x;61) 6 (b) n2(x;02) es el modelo correcto.

En el caso donde el sequndo modelo es el verdadero, se encontraron los respectivos
disenos T-6ptimos para diferentes valores de Oy, ver Tablal3.4 (b). Igualmente, usando
el teorema de equivalencia se verifica que en efecto los disenos obtenidos son T-dpti-
mos locales, ver la Figura[3.4] para el primer caso.



0.000 o 0.000 A
-0.002 — —-0.002 —
-0.004 — -0.004 —
-0.006 — -0.006 —
-0.008 — -0.008 —
-0.010 — -0.010 —
! T T T T I ! T T T T I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
91 =3 91 =4
0.000 A 0.000 o
-0.002 — -0.002 —
-0.004 — -0.004 —
-0.006 — -0.006 —
-0.008 — -0.008 —
-0.010 — -0.010 —
! T T T T I ! T T T T I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Figura 3.4: Funcién de Varianza para verificar T-optimalidad, cuando n;(z;6;) es la
funcion correcta.
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3.8. Resumen Criterios de optimalidad

Para concluir este capitulo se presenta en el diagrama siguiente un resumen de los
diferentes criterios de optimalidad organizados dependiendo si el objetivo es estimar
los parametros del modelo, o estimar funciones lineales o no lineales de los pardametros
o hacer discriminacién entre modelos. Todos los criterios presentados en este diagrama
son de especial interés en el siguiente capitulo donde se dara la solucion al problema de
encontrar disenos 6ptimos que permitan discriminar entre dos modelos competitivos
y estimar simultaneamente los parametros y varias funciones no lineales de interés.

Modelo
Estadistico

Y=1(t; 0)+e

Disefio
6ptimo

Estimacion Discrimina-

Estimacion Funciones cion entre
Parametros Lineales o modelos
No lineales 1,01,

D-
Optimalidad

A-
Optimalidad




Capitulo 4

Disenos 6ptimos: Discriminacion y
estimacion de funciones no lineales

4.1. Introduccion

La busqueda de los disenos optimos es modelo dependiente, es decir, los disenos
dependen en gran medida del modelo bajo el cual se estd describiendo el compor-
tamiento de la variable de interés. Ademas, como lo anotan Fedorov y Hackl (1997)
en la practica no se conoce con certeza el modelo adecuado que permita modelar el
fenémeno bajo estudio. Con el fin de tener en cuenta esta dependencia en el criterio
de optimalidad, se tienen varios trabajos en donde se considera una clase de modelos
competitivos ya sean anidados o no y se proponen criterios de optimalidad para hallar
un diseno que permita discriminar entre los modelos considerados.

Una caracteristica no deseable que se ha observado en los disenos T-6ptimos para
discriminar es su poca eficiencia para la estimacién de los parametros del modelo, au-
nado al hecho de que en varias aplicaciones el diseno resultante es singular, como se
vera en la subsecciéon 134l Debido a lo anterior, en varios trabajos se han propuesto
criterios que tienen en cuenta tanto la discriminacion entre los modelos como la es-
timacién de los pardmetros. Por ejemplo, Atkinson y Fedorov (1975b) proponen una
generalizacién del criterio T-optimal revisado en la seccion B.7F O’Brien y Rawlings
(1996) presentan una nueva propuesta para discriminar entre varios modelos com-
petitivos no anidados y estimar simultaneamente los parametros del modelo a partir
de una combinacion convexa de los logaritmos de los criterios considerados; mientras
que Biswas y Chaudhuri (2002) construyen una metodologia de disenios secuenciales
eficientes para discriminar y estimar en modelos lineales anidados.

También, Zen y Tsai (2002) dan una solucién para el problema de estimar el grado de
un polinomio y simultaneamente hacer estimacion de los pardmetros de éste. Ellos pro-

53
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ponen considerar la media geométrica de las eficiencias asociadas a los criterios para
discriminacién entre los modelos y estimacion de los parametros, respectivamente.
Pukelsheim y Rosenberger (1993) presentaron un trabajo méas especifico para el caso
polinomial. Recientemente Atkinson (2008) presenta el criterio DT-optimal que per-
mite discriminar entre modelos y estimar los pardmetros del modelo simultdneamente,
en esencia es una combinacion convexa de los criterios T y D-optimalidad.

En este trabajo se estd interesado en proponer un criterio de optimalidad con el fin
de obtener disenos éptimos que permitan discriminar entre dos posibles modelos no
lineales y ademas, que estimen tanto el vector de parametros como varias funciones no
lineales de los parametros, H;(#). Este tipo de problemas surge de forma natural en el
area de farmacocinética, alli es de interés, ademas de estimar el vector de parametros
asociado con el respectivo modelo de compartimientos, estimar funciones no lineales de
éste. Estas funciones sirven para entender la cinética de un medicamento bajo estudio;
entre otras se consideran el drea bajo la curva de concentracién (ABC'), el tiempo
donde se alcanza la concentracién maxima (¢,,4¢) y el valor de la concentracién maxi-
ma (N(tmaz))- En la seccién 3 se ejemplifica la metodologia propuesta a partir de dos
modelos, uno de tres y el otro de cuatro compartimientos, con tasas de transferencia
reversibles. Ambos modelos son ampliamente usados para modelar la cinética de un
medicamento en un organismo. Se han realizado varios trabajos en modelos de far-
macocinética usando modelos de compartimientos, ver por ejemplo Candas et al.
(1988), Stroud et al. (2001), Staub et al (2003), Rajaram y Tsokos (2006). Para
otros trabajos relacionados ver Lépez-Fidalgo y Wong (2002). En esta area reciente-
mente se han presentado, entre otros, los siguientes trabajos en disenos éptimos para
modelos de compartimientos: Waterhouse et al. (2005), proponen un criterio produc-
to para discriminar y estimar los pardmetros en un modelo de compartimientos; en
los trabajos de Gueorguieva, et al. (2006), Gueorguieva, et al. (2007) se presentan
los disenos 6ptimos y un software, Popdes, para para la construccion de los disenos
D-6ptimos en modelos con respuesta multivariada para farmacocinética individual y
poblacional, respectivamente.

4.2. Metodologia Propuesta

En esta seccién se propone un criterio de optimalidad a partir de los criterios usados
para discriminar entre dos modelos y hacer estimacién tanto del vector de parame-
tros como de las funciones no lineales de interés. Se consideran diferentes variantes
del criterio propuesto, dependiendo del enfoque usado para discriminar entre los dos
modelos considerados, y del enfoque usado para la estimacion de las funciones no
lineales.
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Se considera el siguiente modelo de regresién no lineal general:
Yi=nti) +e, ti€x,

donde las variables aleatorias ¢; son independientes, normalmente distribuidas con
media cero y varianza constante o2, y C R compacto. La funcién n(t) puede ser una
de dos funciones parcialmente conocidas 1;(t; ©1) y 72(t; ©2), donde 01 € ; C R™
y Oy € 2y C R™2 son los vectores de pardametros desconocidos.

El objetivo es proponer un criterio de optimalidad que permita encontrar disenos
6ptimos, locales y/o promediados por una distribucién a priori, con el fin de:

1. discriminar entre n;(¢;©1) y 72(¢;02). Y dependiendo de la decisién; que el
diseno permita estimar en forma optimas:

2. @1 y H1j<@1)7 j = 1,...,nl Y/O
3. @2 y H2j(®2)7 ] = 1a---7nl7

donde n; es el numero de funciones no lineales consideradas.

Sea M;(§) = fx [i(t;0;) fF(t;©;)dé(t) 1a matriz de informacién asociada al i-ésimo

modelo, con f;(t;0;) = 8713(891-)‘

Defina las matrices K; de orden m; x ny, (i = 1,2), con la j-ésima columna de Kj,

denotada por K7, el gradiente de H;;, es decir:

i OH;;

! 00;’
Bajo condiciones de regularidad, Seber y Wild (1989), se tiene que la matriz de
varianzas-covarianzas asintética de [Hi (@z) Hml((;)i)}T es KI'M; (¢)K;, donde
(:)i es el estimador de minimos cuadrados asociado al modelo 7. Entonces se consideran
los siguientes criterios: L-optimalidad 6 Dg,-optimalidad generalizado para el sis-
tema K!©;, ambos conducen a la minimizacién ya sea de la suma de las n; varian-
zas asintoticas o del volumen del elipsoide asintotico de las n;-funciones no lineales,
respectivamente.

i=1,2, j=1,....n.

En adelante, los criterios de optimalidad céncavos para discriminacion y estimacion
son denotados por:

» $1(§), para discriminacién entre los dos modelos, bajo el supuesto de que el
modelo correcto es: n(t; ©) = n1(t; ©). Al final de la demostracion del teorema
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de equivalencia se da una generalizacion, sin necesidad de usar este supuesto
considerando un criterio compuesto entre los criterios resultantes usando uno u
otro modelo como correcto.

n Go(&) = [ M(E)M™ | h3(€) = | Myy(€)]Y™2, para estimacion de ©; y O, respectiva-
mente,

w 04(8), ¢5(€), para la estimacion de las n-funciones no lineales en cada uno de
los modelos, usando ya sea n; 6 1o, respectivamente.

Un criterio razonable cuya finalidad sea discriminar entre los dos modelos y esti-
mar los parametros y funciones no lineales no debe depender de la magnitud de los
criterios que entran en juego en la propuesta. Una forma de cumplir con este requeri-
miento es estandarizar los criterios mediante la eficiencia de los criterios individuales.
Luego, usar la media geométrica de estas eficiencias como una funcién apropiada para
combinar los distintos criterios a partir de ponderaciones adecuadas. Elegimos dar la
misma ponderacién a los criterios asociados a la estimacion, y otra ponderacién al
criterio usado para la discriminacion entre los dos modelos. Esto es, para o € [0, 1]
se considera:

(61O ] [ 02(6) 65(6) dal6) d5(©) \ T
v [%(G)} {¢2<£;>¢3<£;>¢4<£z> ¢5<£;>} ’

donde &F = argmaxe ¢;(§), j=1,...,5.

Se pondera el criterio de discriminacion por «, y se supone la misma ponderacion
para cada una de las componentes asociadas a la estimacion tanto de © como de
las m; funciones no lineales, lfTa. Es posible tener en cuenta otras consideraciones
con respecto a las ponderaciones de los criterios. La ponderacion usada se considera
razonable, implicitamente cuando a > 0.2 el criterio de discriminacién tiene mayor
importancia comparado con los criterios usados para las estimaciones de interés. En
cualquier caso la eleccion del valor de o dependera de los intereses del investigador.
También se puede optar por un procedimiento de seleccion que conduzca a hallar el o
que maximice el producto de las eficiencias individuales, como por ejemplo lo propone

Atkinson (2008).

El criterio propuesto es un criterio de optimalidad concavo, luego su logaritmo tam-
bién lo es, y resulta en:

11—«
4

+ log ¢4(§) +log ¢s5(€)} + R,

In(§) = alog d:1(S) +

1 1
{Elogwm + - log [M(6)
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con R una constante que no depende del diseno £. Luego, en general, el criterio de
optimalidad propuesto es:

4
+log ¢4 (&) + log ¢5(&) }, (4.1)

1— 1 1
0a(6:0) = alog ¢1(6) + —— {—m log | M (6)| + —— log | Ma(©)|
1 ma2

Por ejemplo, si inicialmente se considera - optimalidad como criterio para estimar
las funciones no lineales, es decir: ¢;(¢) = {Tr (K7 M; (&) K;) }_1, entonces el criterio
de optimalidad propuesto se reduce a:

11—«
4

—log [Tr (K{ My (§)K1)] —log [Tr (K3 My ' (€)Ka)]},  (4.2)

0e(£:0) = alog¢i(€) +

1 1
{Elogwl(ﬁ)l + - log M(6)

donde O = (67, 07). Es claro que este criterio depende de: el valor de o, los criterios
usados para discriminacion y estimacion de las funciones no lineales y del vector de
pardmetros ©. Se denotard este criterio por: ¢Z(&;0), donde el superindice L indica
que se us6 L-optimalidad para la estimacion de las n; funciones no lineales en ambos
modelos. Si un diseno ¢ maximiza el criterio definido en [£.2], entonces se dice que &
es DEFNSL-6ptimo local, DEFNS, corresponde a las iniciales de: Discriminacién
y Estimacién de Funciones No lineales Simultaneamente.

Analogamente, un disefio £ es DEF N SP-6ptimo local si maximiza el criterio obtenido
al usar en la expresién (L2) el criterio Dg,-optimalidad. Es decir,

6:(€) = [det (KT M (OK,)] ™.

El criterio resultante es:

1-— 1 1
2(6:0) = atogon(©) + 1 { L og M0 + - log (6]

11—«
4

{_nlllog et (KT My (€)861)] — 1o [det (K M5 (€)1)] } |

A continuacién se enuncia y demuestra el respectivo teorema de equivalencia asocia-
do a ¢2 (£;0), donde ® es L 6 D. Este teorema es 1til para verificar si un disenio es
DEFNSS-6ptimo local.
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Teorema 4.2.1. Un diseno & es DEF NS, -optimo local si y solo si, Vt € ¥,

l—a 1 _ 1 _
D (1:6:0,6) = adh (66) + 1 { - FTOM (0 + - FHOM5 1)
my ma
Hdy (8) +ds (5:6)} =1 <0, (4.3)
donde dy (t;€) = ‘IZQ(ES) en el caso de T-optimalidad, ver seccion [3.7

St se usa para la estimacion de las funciones no lineales:
L-optimalidad entonces:
ST OM () K KM (€) £5(1)

di (t:€) = - L i=4.5 j=i-3,
Tr(K M; ™ (€) K;)

y s1 es Dg, -optimalidad:

d; (t;f) _ fj (t) Mf (f) Kj (Kj Mgn(g) KJ’)_ KJ’ Mjﬁ <€) fj (t)’ i=4,5; j=1i-3.
l

Demostracion:
La concavidad del criterio, ¢, (&; ©), definido en la ecuaciéon €2] se sigue del hecho que
es una combinacién convexa de criterios coéncavos. Luego, como los criterios involu-
crados son diferenciables, entonces ¢, también lo es. Ahora aplicando las propiedades
de la derivada direccional vistas en la seccién 3.4] se tiene:

l1—«

D (t;6) = ®o (M(£); M(6:)) = ady (§;6;) + (@2 (&5 6:)

+®3(&;6;) + Py (&500) + P5 (&;04)]
donde:

1 _ 1 _
Dy (§;00) = o (LML) =), Dy(&56) = o (f2 ()M H(E) fo(t) —ma) ,
son las derivadas direccionales de los criterios, log | M (€)[Y/™: log | M (€)[Y/™ en la di-
reccién del disenio d; (diseno que tiene su peso concentrado en t). Para L-optimalidad,

se tiene:

0. (6160 = Dtz g) = ILOMLOREL A = TR g, -

0 (6160 = Dy(tzg) = LM OREL Pl = UM HOR) g5y -1

representan las derivadas direccionales en la direccion del diseno d; de los criterios
log [Tr(K{ M{'(§)K1)] v log [Tr(K] My ' (£)K>)] respectivamente.
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Para el caso de T-optimalidad, al aplicar la regla de la cadena, se encuentra la siguiente
derivada direccional de log Ay (&):

Wy(t;€) — Ag(€)
Ay(8)

Si se usa Dg,-optimalidad, es decir: ¢;(§) = |KiT_3Mi:13Ki_3|71/nl, 1 = 4,5, se sigue
del Corolario B.5.3], pagina B6k

oy (5; 5t) = Dl(t§f) = = dl(t§£) -1

FE@) M) Ky (KTM(€) Ky) ™ KEMEY(€) fi () —my

0 (6:6,) = Dyt ) = T2V Mz (€) Ka (KEMy! (€) o) " I M7 (O folt) =mu

ny

Dy (&50:) = Da(t;€) =

en ambos casos, d;(t;&) = D;(t;€) + 1, i = 4,5.

Al substituir las respectivas expresiones y después de simplificar, se obtiene la expre-
sién del lado izquierdo de la ecuacion 3] ya sea que se utilice L- o Dg,-optimalidad
para la estimaciéon de las funciones no lineales. (]

Observacion 4.2.1. FEl criterio propuesto depende del modelo correcto en el caso de
T-optimalidad. Se puede generalizar el criterio, dando ponderaciones a los criterios
resultantes para discriminacion, tanto cuando el primer modelo es el correcto, como
cuando el sequndo modelo es el correcto. Ademds, se puede presentar en una forma
mas general, suponiendo ponderaciones, no necesariamente iguales, para los criterios
asociados con estimacion de los parametros y de las funciones no lineales. Es decir,
el criterio se puede presentar de la siguiente forma:

s Considerar el producto de las eficiencias individuales y al tomar el logaritmo se
obtiene:

[o1 log ¢11 (&) + iz log d12(§)] + +,

5
Z a; log ¢i(§)
i=2

donde r resulta ser una constante que no depende de &, y aqy +a12—|—2f:2 a; = 1.
Los primeros dos sumandos estan relacionados con los criterios usados para
discriminar, el sequndo indice indica el modelo que se asume correcto. El ultimo
sumando contiene los criterios de optimalidad para estimar los pardmetros (¢s
y ¢5) y las funciones no lineales en cada uno de los modelos (o y ¢4).
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n Il criterio a considerar es:

(&) = [on1log ¢11(§) + anzlog @12(§)] +

Z a; log ¢i(f)] .

» Algunas simplificaciones:

e Ponderaciones iguales para los dos criterios de discriminacion: 1 = aqq =
12, tqual ponderacion para los criterios de estimacion de los pardmetros:
Ba = asz = as, e igual ponderacion para los criterios de estimacion de
las funciones no lineales: B3 = as = ay. De donde: Zle 206; = 1, luego,
B3 = %7 y 31+ B2 < 0.5. El criterio a considerar es:

Gp1,8, (&) = Brlog (d11(£)P12(§)) + Balog (d2(£)da(§))

+#1—25210g (6(6)5(6)) -

e Si se supone igual ponderacion para los dos criterios de discriminacion e
1qual ponderacion para los criterios de estimacion de los pardmetros y de
las funciones no lineales, entonces se tiene: 31 = a1 = g, fo = p =

— ] _ _1-23 L
.= as, siendo 20, + 402 = 1. Luego, o = = y 1 < 0.5. El criterio
es:

65,(6) = Brlog [u(€)00(€)] + - og [ 61(6)

Observacion 4.2.2. Los modelos usados en el ejemplo, seccion[f.3, como ilustracion
de esta propuesta son anidados, posibilitando el uso de otro criterio alternativo para
discriminacion, Ds-optimalidad. En la seccion [{.34] se expone este criterio mds de-
talladamente usando el ejemplo de ilustracion.

Observacion 4.2.3. Si se conoce una distribucion a priori para O, mw, entonces el
criterio general dado por la expresion [{.1] se generaliza al considerar el promedio de
este criterio por alguna distribucion a priori. Es decir, se considera como criterio de
optimalidad con respecto a la a priori m:

balE:0) = Er [60(€0)] = / bal£; O (O) d.

Si un diseno £ mazimiza el criterio anterior se dird que & es DEFNS, .- dptimo,
usando los respectivos superindices para indicar el criterio usado para la estimacion
de las funciones no lineales. En forma andloga, el respectivo teorema de equivalencia
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es el resultado de promediar la funcion de sensibilidad dada en el Teorema[{.2]), y se
enuncia brevemente como sigue: £ es DEF NS, . optimo si y solo s para cadat € x:

E,[D (t;¢,«,0) <0.

A continuacién se ilustra el criterio propuesto a partir de la construccién de dos
modelos estadisticos que provienen de un par de modelos de compartimientos de uso
frecuente en el area de farmacocinética.

4.3. Ejemplo ilustrativo de la propuesta

En esta seccién se ilustra el criterio de optimalidad propuesto a partir del estudio de
dos modelos de compartimientos que tienen tasas de transferencia reversibles. La dife-
rencia entre los dos modelos de compartimientos es en un compartimiento, el cual es
factible que sea considerado o ignorado en el modelo estadistico bajo estudio. Ambos
modelos de compartimientos son usados ampliamente en el area de farmacocinética
para el estudio de la cinética de un determinado medicamento, por ejemplo en Davis
et al (2007) usan el modelo de tres compartimientos para estudiar la cinética del
etodolac, anti-inflamatorio usado para control tanto ortopédico como del dolor ab-
dominal en caballos, cuando es administrado tanto por via oral como intravenosa con
una dosis tnica de 20mg/kg; mientras en Glen (2005)) referencia los resultados de
dos estudios hechos con dos modelos de compartimientos, uno con dos y el otro con
tres compartimientos, para el caso de administracion intravenosa de dos anestésicos,
propofol y lidocaina, en ambos casos se administra una dosis de 1mg/kg.

En este contexto, se presenta, para cada uno de los modelos de compartimientos estu-
diados, la solucién del respectivo sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Después de
la administracién del medicamento via oral, el compartimiento central (representando
el plasma) se considera apropiado para la toma de muestras y en el modelo estadisti-
co solo se tiene en cuenta la concentracién del medicamento en aquel compartimiento.

El objetivo se traduce en hallar disenos 6ptimos que discriminen entre los modelos de
compartimientos considerados y que ademas estimen tanto las tasas de transferencia
entre los diferentes compartimientos y varias funciones no lineales de interés.

Antes de cumplir con el anterior objetivo, es importante estudiar los disenios 6pti-
mos para cada uno de los modelos individualmente, y también encontrar los disenos
optimos para la discriminacién entre ambos modelos. Lo anterior se hace con el fin
de tener un panorama general de los disenos obtenidos individualmente. En varios de
los criterios de optimalidad, ademas de encontrar disenos optimos locales, también
se estudian disenos 6ptimos promediados por diversas a prioris. Las distribuciones a
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prioris son definidas apropiadamente con el propédsito de analizar la robustez de los
disenos con respecto a la especificacién de los valores locales de los parametros. Las
distribuciones a prioris consideradas se definen en la subseccion d.3.3] pagina [Ty en
la subseccion 3.7, pagina 05

Luego se analiza el criterio propuesto en la subseccion 3.5 para el caso de obser-
vaciones independientes donde se supone que se tiene una muestra de n-individuos
que al tiempo t = 0 ingerieron el medicamento, el diseno éptimo que se obtenga pro-
porcionara los tiempos de muestreo y la respectiva proporciéon de individuos, w;n, a
quiénes se les tomard una muestra de sangre. Solo se extrae una muestra por indivi-
duo en un tiempo dado, representando una ventaja del procedimiento anterior, pero
es valido si se tiene un gran nimero de individuos y la poblacién es muy homogénea
con respecto a diferentes covariables que afectan la cinética del medicamento bajo
estudio. En contraste, en el Capitulo il se muestra un trabajo inicial con el supuesto
de correlacién entre las observaciones, siendo este un caso mas realista, donde se tiene
un solo individuo a quién se le hacen varias tomas de sangre en diferentes tiempos.

4.3.1. Modelo de cuatro compartimientos

01
0,4 9%
Os 05
Os

Figura 4.1: Modelo esquematico de cuatro compartimientos

A continuacién, el interés va a estar orientado al estudio de uno de tales modelos,
resultado de un modelo de cuatro compartimientos y con tasas de transferencia re-
versibles, ver Figura [l El compartimiento C' se considera como el compartimiento
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central y los demas son llamados compartimientos periféricos. El objetivo de esta
subseccién es encontrar los disenos éptimos para estimar en forma déptima el vec-
tor de parametros, formado por las tasas de transferencia entre los compartimientos.
Ademas se hallaran disenos 6ptimos para la estimacién de las caracteristicas de in-
terés asociadas con el compartimiento central, C'. Las caracteristicas de interés se
listan més adelante.

En esta subseccién el vector de las tasas de transferencia se denota por ©7 =
(01,05, ...,0), con 6; > 0,7 = 1,...,6. Los pardmetros #; y s son conocidos co-
mo las tasas de absorcién y eliminacién, respectivamente. Ademds se usa nc(t; ©)
para representar la concentracién de medicamento en el compartimiento C' al tiempo
t.

Usando el supuesto de cinética de primer orden, el modelo de compartimientos bajo
estudio tiene asociado el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dna(t; ©
% = —01na(t; ©)
%i;@ = 94770(t; @) - (95773<t; @)
dnc(t; ©
?70((#, ) = 01na(t;0) — (02 + 04 + 05)nc(t;0) + O5np(t; ©) + Osnp(t; O)
dnp(t;
% = Oanc(t;©) — Osnp(t; ©).

Con las siguientes condiciones iniciales: 74(0;©) = Ay, concentracién inicial en el
compartimiento de administracion y np(0;0) = ng(0;0) = nc(0;©) = 0, se usa el
método dado en la seccién 23] para encontrar explicitamente la solucién del sistema,
anterior:

091 [91 (@) 6_01t + [0 (@) eAlt + gs (@) 6>\2t + ga (@) 6>\3t]
149 [h1 (©) e + hy (©) €M + hy (©) €' + hy (©) '] (4.4)
= Aoy [51(0) e + 55 (0) €M + 53 (0) €' + 54 (0) '],

~— ~— ~— ~—
[
R

donde:

1. A, 2 =1,2,3 son las soluciones de la ecuacion ctbica:
N2 (0g 4 03 + 04 + 05+ 06) + A (02 + 03 + 06) 05 + (04 + 05) 03) + 030505 = 0,

por tanto las \;, 1 = 1,2, 3, satisfacen las siguientes relaciones:
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a) — Z?:I A = Z§:2 0;
b) As(A1+ Az) + Ao = (02 + O3 + 06)05 + 03(04 + 0s)
C) —/\1>\2)\3 = 93‘9506'

Para valores razonables de las tasas de transferencia, 6; > 0, se ha mostrado
con simulacién, que las tres soluciones anteriores son reales y ademéds negativas.

2. Las funciones h;(0),i =1,...,4, estan dadas por las siguientes expresiones:

(A +63) (A1 +05)

ha(©) = (As = A1) (A2 = A1) (A1 4 61)

B (A2 +05) (A2 + 65)
h3(©) = T On =) O — Ag) (e + 61)
hy(6) = —Lat8) O + )

()\2 — )\3) ()\1 — /\3) ()\3 + 01)
hi(©) = —h2(0) — h3(0) — ha(O).

Las otras funciones, ¢;(0), s;,(0),i = 1,2, 3,4, son funciones de O, en lo que sigue no
se usan y por brevedad las expresiones explicitas de estas funciones no se consideran.

El modelo estadistico, que describe la concentracion en el compartimiento C, esté for-
mado por una componente deterministica, ¢ (t; ©) y una componente aleatoria, es
decir:

Y(t;;0) =nc(ti;©) +e, i=1,...,N, t; €[0,ts], (4.5)

donde ¢; son variables aleatorias normales con media cero y varianza constante o2, y
la expresion para nc(t;; ©) esta dada en la ecuacién ([@4l). El simbolo ., denota el
tiempo para el cual es razonable suponer que la concentracién es cercana a cero. En
adelante el modelo dado por la ecuacién 5] se llamara modelo 1, y el intervalo [0, t]
se denotara por x

La matriz de informacién asociada con el modelo I, ecuacién [0, es:

M(&©) = / £(t:0)£7(t; ©)de (1),

donde y, v f(t; ©) es el gradiente de la funcién ne(t; ©), y € es un disenio con s-puntos
de soporte, representado por:
[t
= {wl ...ws] ’
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siendo w; = £(t;), donde ), w; =1,y t; € x.

Para estimar en forma éptima a ©, se usa el criterio del determinante. Debido a que la
matriz de informacién depende de O, se hallan disenos 6ptimos locales para un valor
a priori de ©, ©,. El valor de O lo elige el experimentador a partir de su experiencia,
estimacién de experimentos previos. Se busca el disenio £ que maximiza | M (¢; @0)|1/ 6

o equivalentemente, aquel diseno que maximiza log |M (&, ©g)|. En la siguiente seccién
se construyen estos disenos.

Disenos D-6ptimos locales
Como ilustracion se tomo el siguiente valor local para ©:
SHE (0.30, 0.20, 0.15, 0.05, 0.08, 0.25) :

seleccionado al azar entre diferentes posibilidades. Ademas, se considero el valor de
AO ﬁjO, AO = 4.

En la Figura se muestra la curva para la concentracién en el compartimiento C,
con el valor O, Ay = 4.

1.2 —

1.0 —

0.8 —

Nc

0.2 —

0.0

Figura 4.2: Concentracién en el compartimiento C' para el valor local de ©, ©.
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) Diseno 6ptimo (&) Valor 6ptimo (|M(§)|)1/6
o 1.0865 3.8216 9.0540 18.5385 35.5952 67.8752 0.0316
0 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 ’

Tabla 4.1: Diseno D-6ptimo local, modelo I.

A partir de este grafico se ve razonable considerar t,, = 100.

El diseno 6ptimo se halla numéricamente implementando el algoritmo dado en el
Apéndice [Al adaptado para D-optimalidad. El diseno resultante se muestra en la
Tabla .1l El diseno permite estimar © en forma éptima, si se toman observaciones
en los siguientes tiempos: 1.08,3.82,9.05, 18.54, 35.60 y en 67.88.

Con el teorema de equivalencia de Kiefer y Wolfowitz (1960), graficamente se verifica
que en efecto el disenio obtenido es D-éptimo local, ver la Figura 4.3 Se observa que
para cualquier ¢ € [0, 100]:

F(t:00) M (& 00) f(t;00) — 6 < 0,

y ademads en los puntos de soporte del diseno 6ptimo la funcién de sensibilidad o
varianza es cero.

En la siguiente seccion se encuentran los disenos éptimos para la estimacion de las
funciones no lineales de interés.

Disenos L-6ptimos locales

En esta secciéon se muestran los disenos L-6ptimos locales obtenidos para estimar
diversas caracteristicas de interés, tales como: el drea bajo la curva de concentracién,
el tiempo para la concentracion maxima, la concentraciéon maxima. Ademas de las
cantidades de interés mencionadas antes se consideré relevante estimar el primer
tiempo, Tp 5, donde se alcanza un 50 % de la concentracion maxima, es decir,

ne(To.5;00) = 0.500¢ (tmax; Oo)-

Cada una de las cantidades anteriores son funciones no lineales de ©. También, en
esta seccién, se considerd pertinente la estimacion de dos cantidades lineales: La
diferencia entre las tasas reversibles: 64 — 65 v la tasa de absorcion 6;. Inicialmente se
halla un disenio IL-6ptimo local, tomando como valor a priori el valor de © dado en
la subseccion previa. Es decir, se necesita un diseno £ que minimice:

Tr { K" ()M " (& 60) K(60)},
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D(t.)

N/

T T
[o) 20 40 60 80

Figura 4.3: Funcién de varianza para D-optimalidad local, modelo I.
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o equivalentemente, maximice:
{Tr [K7(00)M " (¢:00) K(©0)]}
o en forma equivalente si maximiza:
—log {Tr [K"(©0)M ™" (& 60) K(©)] } ,

donde las columnas de K contienen los gradientes de las cantidades que se desean
estimar:

K =[VH(0y) VHy(00) VH3(0y) VH4(0o) VH5(00) VHs(0p)],

donde:
n H1 @0 =Area = fooo 7]0(t7 @O)dt = %
s H5(0Og) = tmax, tiempo para la concentracion maxima.

(©0)
(©0)

» H3(0¢) = ne(tmax; ©0), concentraciéon maxima.
(©0)

Tb 50, primer tiempo para alcanzar un 50 % de la concentraciéon maéxi-

H5(@0) = 04 - 95.
u HG(@O) == 01.

En el Apéndice Bl se dan las expresiones explicitas de los gradientes para cada una
de las funciones anteriores.

Numéricamente se encuentra el diseno L-6ptimo local para estimar las caracteristicas
de interés. El diseno obtenido da como tiempos de muestreo aproximados: 0.74, 3.57,
8.99,19.03, 42.31, 72.13, en las unidades apropiadas ( horas, minutos ), con frecuencias
respectivas: 0.0467, 0.0548, 0.07604, 0.1677, 0.2261, 0.4287. Por ejemplo, para una
muestra de tamano n, aproximadamente el 5% de las observaciones se toma en el
primer tiempo, 0.73, aumentando el porcentaje a medida que se consideran tiempos
de muestreo més grandes. En la seccion [5.2] se muestra un procedimiento de redondeo
eficiente para disenos aproximados, da el nimero de observaciones para cada tiempo
optimo de muestreo.

Se verifica graficamente que el disenio obtenido, £, es L-6ptimo local, observe que para
cualquier ¢ € [0,100] se cumple que:

JT(t00)M ™1 (&00) K (B0) KT (B0) M~ (&;00) f(t; ©0)—T'r (K" (80) M~ (£;00) K (6)) <0,

ademas, la funcién anterior se hace cero en los puntos de soporte del diseno 6ptimo.
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-1

© Disefio ptimo (&) {Tr (KTM ' (§)K)}
o 0.7395 3.5663 8.9894 19.0320 42.3118 72.1318 4766 % 105
01 10.0467 0.0548 0.0760 0.1677 0.2261 0.4287 '

Tabla 4.2: Disenos L-6ptimos locales, modelo 1.

—5000 —f

s —10000 —

—15000 —

—20000 —j

[o} 20 40 60 80 100

Figura 4.4: Funcién de varianza para L-optimalidad local, modelo 1.
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4.3.2. Modelo de tres compartimientos

En esta seccion se estudia un modelo de tres compartimientos como alternativa al
modelo estudiado en la seccion anterior, difiere por la no presencia de uno de los
compartimientos periféricos, ver Figura .5 A continuacién, igual al modelo de cua-
tro compartimientos, se encuentra la expresion de la concentracion del medicamento
en el compartimiento central. Luego se hallan los disenos D y [L-6ptimos locales para
estimar B, vector de tasas de transferencia asociada al modelo bajo estudio, y esti-
macion de funciones no lineales, respectivamente.

B1

5 fe

Ba

Figura 4.5: Modelo esquematico para tres compartimientos

En esta seccién, el vector de las tasas de transferencia es denotado por: BT =
( 0G1, B2, (s, ﬁ4). En forma andloga a lo hecho para el modelo anterior, con cinética
de primer orden, se halla el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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asociado con la Figura [£3}

dna (t;B)

w = Bina(t;B) + Bsns(t;B) — (Ba + B2)ne (¢;B)
w = Pane (tB) — Bsnp (6 B).

Con las condiciones iniciales: n4(0;B) = Ay y n5(0;B) = nc(0;B) = 0, en la seccién
2.3.1l se mostré la solucién del sistema anterior dada por:

na (t; B) = Aoe_ﬁlt

ne (5B) = ¢ (B) e + go (B) M + g3 (B)

Ao

t:B) =
770(’ ) )\1_)\2

[7"1 (B) e Pt 4oy (B) Mt 4 g (B) e’\ﬂ ;

donde:

1. las funciones \; = A; (B), @ = 1,2, son soluciones de la ecuacién cuadratica:

N+ X (B2 + B3 + B1) + P36 = 0,
y por tanto satisfacen las siguientes relaciones:

a) Mg = [354.
b) M+ X =—(Ba+ Bs+ Ba).

¢) Se cumple que A\; y A2 son raices negativas y distintas, para §; > 0y
diferentes.

2. Las funciones r; (B), i = 1,2, 3 estan dadas por:

M+
2 (B) = fr+ A\

At s
s (B) = _ﬂl—i‘)\z

r(B) = —(r2 (B) + 73 (B)).

Las funciones ¢; (B) ,i = 1,2, 3, son funciones no lineales de B. Por brevedad no
se dan las expresiones explicitas.
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De manera analoga, el modelo estadistico, que describe la concentracion en el comparti-
miento C', es:

Y(ti;B) =ne(ti;B) +e, i=1,...,N.
_ Ao
A — Ay

donde las ¢; cumplen los mismos supuestos de .0l En adelante, este modelo se lla-
mara modelo /1.

[7“1 (B) e Pt 4oy (B) Mty (B) e’\ﬂ + €, (4.6)

La matriz de informacién asociada con el modelo 0], se expresa como:

M(EB) = / w(t; By (t; B)dE(D),

X
donde w(t;B) es el gradiente de nc (t;B), ver Apéndice B3 y x = [0, too]-

Disenos D-6ptimos locales

Se usa el criterio del determinante para estimar las tasas de transferencia asociadas

con el modelo .6 En este caso, un diseno & es D-6ptimo si y solo si maximiza
1/4 . . o

|M(£:Bg)|** equivalentemente si maximiza:

donde By es un valor a priori de B.
Con propositos ilustrativos se tomo el siguiente valor local de B,

B = (0.40, 0.28, 0.10, 0.30) ,
y se dejé el valor de Ay fijo en 4.0.

En la figura se muestra la curva de concentracion para el compartimiento C'.

En la Tabla se exhibe el diseno D-6ptimo local para la estimacion del vector B.
Con este diseno los tiempos de muestreo son 1.15, 4.14, 11.07 y 33.70, con la misma
frecuencia de observaciones en cada uno de ellos.

En la Figura B7 se verifica la D-optimalidad del diseno obtenido, es decir, para
cualquier ¢ € [0, 100] se tiene que: w’ (t;Bo) M1 (&; By)w(t; By) — 4 < 0.

Disenos L-6ptimos locales

Con el fin de ilustrar la construccién de los disenos L. -6ptimos locales para el modelo
en consideracién, se considerd el mismo valor local usado para los disenos D-6ptimos.
El objetivo es encontrar disenos IL-6ptimos locales que permitan estimar en forma
Optima:
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1.2 —

1.0 —

0.8 —

Nc

0.6 —

0.4 —

0.0

20

60 80

Figura 4.6: Concentracion en el compartimiento C' para el valor local By, Ay = 4.0.

Diseno éptimo (§)

Valor éptimo | M (§) ]1/4

By

1.1443 4.1087 11.0067 33.6269
0.2500 0.2500 0.2500 0.2500

0.402

Tabla 4.3: Diseno D-6ptimo local, modelo 7.
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Figura 4.7: Funcién de varianza para D-optimalidad local, modelo 1.
. Gi(B) = [ ne(t;B)dt = %, area bajo la curva de concentracion,
G2(B) = tmsx, tiempo para la concentracién méxima,
G3(B) = nc(tmsx; B), concentracién méxima,
. G4(B) = Tp5, primer tiempo donde la concentracién alcanza el 50 % de la

concentracion maxima.

En el Apéndice se encuentran los respectivos gradientes para las funciones no
lineales, G;(B). Se eligié L-optimalidad como un criterio apropiado para estimar en
forma conjunta las cantidades anteriores, también se puede usar Dg-optimalidad,
pero en este caso coinciden ambos disenos usando los criterios D y L-optimalidad. El
diseno LL-6ptimo local para By se halla tal que minimiza:

Tr K7 (Bo) M~ (& Bo) K (Bo)] .

o equivalentemente maximiza:

{Tr [K"(Bo)M ™" (& Bo) K (By)] }71 :

donde las columnas de la matriz K son los gradientes de las cantidades que se desean
estimar:

K = [VGy(Bo) VGa(Bo) VGs(By) VGa(Bo)].
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-1

B Disefio éptimo (&) Valor éptimo {Tr (KM '(§)K)}
0.0848 4.2200 13.1466 30.2916
Bo | 1 0.0286 0.1079 0.0087 0.8548 4597.238

Tabla 4.4: Diseno LL-6ptimo local, modelo I1.

Numéricamente se encuentra el disenio L-6ptimo local, ver Tabla [£4l En la Figura
se verifica que en efecto el diseno obtenido es [L-6ptimo local, es decir, se muestra
que para cualquier ¢ € [0, 100] se cumple que:

w” (t;Bo) M (& Bo) K (Bo) K™ (Bo) M~ (& Bo)w(t; Bo)—Tr (K™ (Bo) M~ (&;Bo) K(By)) <0,

y ademas, la funcion anterior es cero en los puntos de soporte del diseno 6ptimo.

—1000 —f

—2000 —f

—3000 —

—4000 —j

(o] 20 40 60 80 100

Figura 4.8: Funcién de varianza para [L-optimalidad local, modelo I1.

En la siguiente seccion se definen diferentes distribuciones a priori que varian alrede-
dor del valor local. Se usan con el fin de analizar la robustez de los disenos éptimos
frente a variaciones en los parametros locales individuales.
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4.3.3. Disenos 6ptimos promediados por una distribucion a
priori

Esta clase de disenos son una alternativa de solucion para el problema de especi-
ficacion del valor local para © € R™. En este caso se necesita especificar una dis-
tribucién a priori para el vector de parametros, denotada por 7(0), y se considera
como criterio de optimalidad, el promedio del respectivo criterio de optimalidad con
respecto a la distribuciéon a priori considerada. Luego se halla el diseno que minimice
dicho criterio. Se hizo un primer trabajo con las distribuciones a prioris definidas en la
subseccién .33 ver Lopez y Ramos (2007b) usando otro modelo de compartimientos.

Para el modelo 7, se analizan los siguientes criterios:

1. El diseno £* es un diseno D-é6ptimo promediado por la distribucion a priori T,
abreviado por D,-6ptimo si:

& = .aurgmgl’nIE‘l,T [—log | M (&;©)]]
= argmﬁin/—log\M(g;@)Mr(@)d@

De nuevo, al aplicar el teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene: £* es un diseno D -6ptimo si y sélo si:

vt € [0,tec] Ex [fT (,0) M7 (£0) f (£,0)] —m <0
donde m es el nimero de componentes del vector ©.
2. El diseno &* es un diseno L-6ptimo promediado por la distribuciéon a priori 7,
abreviado por L -6ptimo, si:

£ = arg mgfn]Eﬁ [Tr (K" (©)M (& 0)K(0))]
= argngn / Tr (K"(©)M~(¢£,0)K(0)) 7(0)do

Al aplicar el respectivo teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene que: £* es un diseno L -6ptimo si y sélo si:

V€ [0,to] En [fT() M EVKK" M) f(t) — Tr (K"TMH(EHK)] <0.
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3. El diseno &* es un diseno log L-6ptimo promediado por la distribucién a priori
m, abreviado por log IL-6ptimo, si:

R gurgmél’nlﬁi7r [log (Tr (K" (©)M (£, 0)K(0)))]

= argmgn / log (Tr (K" (©)M~1(&;0)K(0))) 7(©)do

Al aplicar el respectivo teorema de equivalencia, Fedorov y Hackl (1997), se
tiene que: £* es un diseno log IL-6ptimo si y solo si:

M=(&)KKTM™HE) (1)

Tr (KTM-(£")K) —H =0

Vi€ [0,ts] Ei {fT(t)

Se observa que hay al menos dos posibles criterios de optimalidad para LL-optimalidad
usando distribuciones a prioris, y como se vé mas adelante los disenos resultantes son
diferentes. Lo anterior es debido a la no equivalencia de ambos criterios.

Definicién de las distribuciones a prioris

Con el fin de analizar el efecto que tiene la distribuciéon a priori en el diseno 6pti-
mo, para los criterios dados en la seccion anterior, se consideran tres familias de
distribuciones a prioris. Aquellas familias son un subconjunto de todas las distribu-
ciones discretas uniformes definidas en algin subconjunto apropiado de R™. Todas las
familias se supone que varfan alrededor de algtin valor local de ©, ©F = (6y1, . .., Oom)-

1. Distribuciones a prioris simétricas, denotada por S(d). El soporte de cualquier
distribucion de esta familia contiene a ©y y todas las combinaciones definidas
en el conjunto:

Qrs = {@ 91,,9m) ERmQZ:(l—{—é)QOZ 60, = (1—5)901}

2. Distribuciones a prioris asimétricas a la izquierda, denotada por LA(4). El
soporte de cualquier distribucién de esta familia contiene © = (1 — §/2)0
y todas las combinaciones definidas en el conjunto:

Q[]g—{@o}U{@T ‘917'--79m) GRmel:(l—é)eoz}

3. Distribuciones a prioris asimétricas a la derecha, denotada por RA(4). El soporte
de esta familia contiene © = (1 + 6/2)0O, y todas las combinaciones definidas
sobre:

QIII6—{@O}U{@ 917---70171) GRm:Gi € (1+5)901}
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En lo que sigue, una distribucion a priori cuyo soporte sea 275 6 Q2775 6 Q775 sera de-
notada por Sws, LATs o RAws, respectivamente.

Intuitivamente en cada una de las familias de distribuciones a prioris definidas antes
se estan considerando tres casos: El caso donde me equivoco en la especificacién del
valor ©( considerando valores posibles para © mas grandes y mas pequenos que las
componentes de ©g. El error cometido estaria reflejado en el valor de 9.

= En el primero, distribuciones a prioris simétricas, se tiene en cuenta un margen
0 de error alrededor del valor local ©g, y luego se consideran las diferentes
alternativas para posibles valores de ©, ya sea que la respectiva componente de
Oy quede fija o tome un valor mas grande o mas pequeno de ésta. En la practica
este seria el caso mas comun.

= En el segundo, distribuciones a prioris asimétricas a la izquierda, se consideran
los casos donde los valores de © estuvieran por debajo del valor local, valores
ma&s pequenos, por una cantidad de (1 — §). Es decir, con estas distribuciones
se hallarfan disenos éptimos para una distribucion a priori cuyo soporte son
diferentes valores de © que estan por debajo del valor local ©g. En este caso O
se considera una sobreestimacién de ©.

= En el tercero, distribuciones a prioris asimétricas a la derecha. Este caso es lo
contrario del anterior, se tienen distribuciones a prioris con puntos de soporte
valores del vector de parametros © que estan relativamente por encima, mas
grandes, del valor local ©¢. En este caso ©g es una subestimaciéon de ©.

Ejemplo ilustrativo usando distribuciones a prioris

Para el modelo I, dado por la ecuacién L3 se hallan los disenos D, y L,-épti-
mos promediados por la distribucién a priori m, siendo 7 una distribucién a priori
simétrica, asimétrica a la izquierda 6 asimétrica a la derecha. Los valores para ¢
considerados fueron: {0.05,0.10,0.15}. Ademds, con propdésitos ilustrativos y com-
parativos, se tomd el mismo valor local para ©, @OT = (0.30,0.20,0.15,0.05,0.08,0.25).

De manera analoga a los disenos I y ID-6ptimos se implemento el algoritmo del
Apéndice [A] para ¢, -optimalidad. Los disenios 6ptimos obtenidos se encuentran en
la Tabla 4.5

Ademsds, en las Figuras y se muestran los graficos de las funciones de las
varianzas (sensibilidad), para cada una de las distribuciones a prioris consideradas y
para los tres criterios de optimalidad D,, L, y log L.
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Algunos comentarios acerca de los graficos

Se observa que los disenos D -6ptimos tienen el mismo peso en las diferentes distribu-
ciones a prioris consideradas. Ademas, en las distribuciones simétricas y asimétricas
a la izquierda existe una tendencia creciente en la magnitud de los puntos de soporte
con respecto a d, ocurre lo contrario en las distribuciones a prioris asimétricas a la
derecha, siendo razonable tener que muestrear en tiempos mas cortos cuando las tasas
de transferencia, en general, toman valores més altos, ver Figura [£.10l

En los disenos L,-6ptimos se observa una tendencia creciente en los pesos de cada
uno de los disenos, proporcionando pesos pequenos, menos del 10 %, hasta el tercer
tiempo de muestreo, y luego pesos que se van incrementando hasta un 43 %, aproxi-
madamente. También se resalta un comportamiento analogo a los disenos D,-6ptimos
con respecto a los puntos de puntos, es decir, hay un relativo crecimiento de la mag-
nitud de los puntos de soporte con respecto a 0 en las distribuciones simétricas y
asimétricas a la izquuierda, y un decrecimiento en las distribuciones asimétricas a
la derecha, ver Figura [ 10 Las mismas anotaciones son validas para el caso de los
disenios log L.-6ptimos dados en la Figura .11y Tabla
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Distribucién a priori Diseno 6ptimo Valor éptimo

D 1.0809 3.8389 9.0319 18.4800 35.7158 67.8997 90.79
ST0.05 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 '

D 1.0810 3.8405 9.0414 18.5137 35.8037 68.1334 91.01
Smo.10 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 '

D 1.0812 3.8432 9.0575 18.5703 35.9523 68.5291 91 40
Smo.15 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 )

D 1.1087 3.9370 9.2610 18.9454 36.6096 69.5823 90.44
LAmo.05 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 )

D 1.1379 4.0411 9.5076 19.4539 37.5989 71.4821 90.18
LAmo.10 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 '

D 1.1686 4.1511 9.7698 19.9981 38.6632 73.5419 19.97
LAmo.1s 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 ’

D 1.0546 3.7449 8.8092 18.0209 34.8230 66.1862 91.03
RAmo.05 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 '

D 1.0295 3.6561 8.6015 17.5990 34.0125 64.6595 91 37
RAmo.10 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 )

D 1.0056 3.5716 8.4045 17.2005 33.2497 63.2309 91.79
RAmo.15 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 '

0.7201 3.5444 9.0325 19.1103 41.9188 73.8642

3

Lismo.os 0.0493 0.0544 0.0809 0.1643 0.2319 0.4192 24.98 10

0.6809 3.4932 9.0195 19.1882 40.6821 77.7939 3

Lsro.10 0.0578 0.0565 0.0928 0.1618 0.2356 0.3955 48.80 10

I 0.6610 3.4775 8.9645 19.1316 39.2367 80.7581 92151 x 104
Sm0.15 0.0669 0.0623 0.1034 0.1674 0.2290 0.3710 '

I 0.7587 3.6664 9.2460 19.5311 43.3292 74.0924 99 14 x 10°
LAmo.05 0.0465 0.0546 0.0758 0.1672 0.2253 0.4306 ’

0.7681 3.7509 9.5131 20.1118 44.2231 77.1947 3

L1 arg.0 0.0478 0.0541 0.0784 0.1645 0.2285 0.4267 25.75 x 10

0.7666 3.8227 9.7850 20.7340 44.8797 81.4020 3

Lramoas 0.0512 0.0542 0.0836 0.1610 0.2326 0.4174 34.40>10

0.7104 3.4658 8.7950 18.5925 41.1184 71.1356 3

LRAmo.05 0.0481 0.0547 0.0788 0.1664 0.2300 0.4220 21,6410

0.6776 3.3597 8.5964 18.2034 39.8251 70.8355 3

Lramo. 0.0508 0.0547 0.0833 0.1643 0.2349 0.4120 2444510

0.6443 3.2576 8.3943 17.8225 38.4039 70.8799 3

Lramo.ss 0.0546 0.0555 0.0890 0.1631 0.2377 0.4001 3075 > 10

Tabla 4.5: Disenos D, v L -6ptimos con las distribuciones a prioris, modelo 1.
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Figura 4.9: Funcién de varianza conjunto para D, y L -optimalidad, modelo 1.
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Figura 4.10: Comparacién de los puntos de soporte para los disenos D, y L.-6ptimos,

modelo 1.
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Figura 4.11: Gréfico conjunto tanto de los puntos de soporte (t) junto con el peso:
proporcional al radio del circulo, para los disenos log LL.-6ptimos, modelo 1.
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Distribucion a priori Diseno 6ptimo Valor éptimo

loo I 0.7360 3.5705 9.0308 19.0758 42.1434 72.7289 10.27
& L5m0.05 0.0471 0.0544 0.0771 0.1660 0.2268 0.4286 )

loo I, 0.7363 3.5861 9.0996 19.2022 41.9587 73.8947 10.36
& L5mo.10 0.0479 0.0540 0.0782 0.1629 0.2263 0.4307 '

loo I 0.7450 3.6245 9.2077 19.3879 41.9497 75.1092 10.84
& LSmo.1s 0.0480 0.0538 0.0782 0.1603 0.2237 0.4360 '

loo I, 0.7629 3.6733 9.2425 19.5184 43.3709 73.7947 9.99
8 LLAmo.0s 0.0460 0.0546 0.0749 0.1678 0.2237 0.4331 '

oo L 0.7866 3.7818 9.5076 20.0708 44.4411 75.9640 10.09
8 HLAmo.10 0.0457 0.0543 0.0744 0.1667 0.2223 0.4365 '

loo I 0.8110 3.8988 9.8054 20.6883 45.5517 78.5964 10.25
& LLAmo.1s 0.0457 0.0539 0.0743 0.1649 0.2216 0.4396 )

loo L. 0.7141 3.4717 8.7929 18.5819 41.1650 70.8581 9.97
& LRAmo.05 0.0476 0.0547 0.0778 0.1669 0.2286 0.4244 '

loo I 0.6913 3.3816 8.5977 18.1746 40.0540 69.7923 10.03
& LRAmo.10 0.0486 0.0546 0.0797 0.1657 0.2306 0.4209 )

loo L. 0.6714 3.3009 8.4178 17.7943 38.9938 68.7663 10.14
& LRAmo.15 0.0495 0.0546 0.0812 0.1644 0.2315 0.4187 '

Tabla 4.6: Disenos log L-6ptimos con diferentes distribuciones a prioris, modelo I.

o)
o)
oty

Figura 4.12: Funcién de varianza conjunto para los disenos log IL.-6ptimos, modelo I.
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© Disenio éptimo (&) Valor éptimo As(&r)
o 0.706 3.798 10.262 24.165 61.022
! 0.075 0.065 0.139 0.248 0.473

2.92 x 107¢

Tabla 4.7: Disenos T-6ptimos locales usando el valor local ©; = ©y,.

4.3.4. Disenos optimos para discriminar entre ambos modelos
Disenos T-6ptimos Locales

Si en el modelo de cuatro compartimientos se hace 6, = 63 = 0, se muestra facil-
mente, que la funcién deterministica del modelo I se reduce a la funcién respectiva en
el modelo 71, obtenido al considerar el modelo de tres compartimientos. Se concluye
que ambos modelos estan anidados. En esta seccién y las siguientes, con el fin de
evitar confusiones, se usa ©; y ©,, como los vectores de parametros asociados a los
modelos [ y I1, respectivamente; mientras 7 (¢; ©1) y 72(t; ©2), denotan las funciones
deterministicas halladas para la concentracion en el compartimiento central en ambos
modelos.

El primer modelo, el modelo de seis parametros, se asume como el modelo verdadero,
es decir, n,(t;©) = n1(t;©1), donde se considera como valor local para el vector de
pardmetros ©7 = ©7 = (0.30,0.10,0.06, 0.04, 0.08, 0.20).

A continuacion se halla un diseno T-6ptimo local que permite discriminar entre ambos
modelos, es decir, se encuentra el diseno &7 tal que maximiza:

8al€) = i [ (i (t:00) — nc(t: €)1 e (1)

En la Tabla 7 se muestra el diseno T-6ptimo local hallado mediante la imple-
mentacién del respectivo algoritmo, dado en el Apéndice [A.2l Se usa el respectivo
teorema de equivalencia y se verifica, con ayuda de la Figura [£13] que en efecto el
diseno es T-6ptimo local.

Se observa, como se puntualizo en la introduccién de este capitulo, que el diseno T-
optimo se reduce a considerar cinco tiempos de muestreo. A pesar de que este criterio
posee buenas propiedades en cuanto a potencia en términos asintoticos, claramente
con cinco puntos no es posible hacer estimaciéon de los parametros en el modelo I,
que consta de seis parametros. Note que en este diseno, como ocurrié en el diseno
L-6ptimo local, se da un peso considerable al tltimo tiempo de muestreo, 47.3 %
aproximadamente; observe que un 72 % de todas las observaciones de la muestra se
reserva a los tltimos dos tiempos (24.16 y 61.02).
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Figura 4.13: Funcion de varianza para T-optimalidad local.

En este caso, como ambos modelos estan anidados, es posible considerar otro criterio
para discriminar. Consiste en usar un criterio que permita hallar disenos que estimen
en forma éptima los pardametros, # v 3. Este criterio se expone a continuacion.

D,-optimalidad para discriminar

En esta seccion se considera el criterio D,-optimalidad. Este criterio conduce a disenos
que estiman en forma Optima v-componentes del vector ©;. Como se anotd antes
ambos modelos estan anidados. Al sustituir #; = 3 = 0 en el modelo I, se obtiene
como un caso especial el modelo /. Una manera de discriminar entre ambos es a
partir de la estimacion optima de estos dos parametros en el modelo /. Este objetivo
igualmente es alcanzado con el criterio Dy-optimalidad. Consiste en hallar un disenio
¢ que maximice el determinante de:

Ca(&:01) = (ATM1(&01)A) 7,

010000
001000
tros 6, vy 03, ver Definicién B.2.2] recuerde que la matriz de informacion se considera

donde AT , = } . Con C4 la matriz de informacién asociada a los parame-
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© Disenio éptimo (§) $2(§) = |Ca(&; 01)|
o. | [0:6906 3.6940 9.6354 19.5250 36.2382 76.9768 538 % 10-7
' | 10.1107 0.1005 0.1547 0.1634 0.1822 0.2885 '

Tabla 4.8: Disenos Dy-6ptimos locales para discriminacion.

una funcién. Si ¢ es factible para el sistema A7©,, es decir, se cumple la inclusin:
C(A) C C(Mi(&01)),

entonces el determinante de la matriz de informacién C4(&;0;) se puede expresar
como:

~det My(&;01)
det My1(&;01)

con M;i; la matriz de informacion de Fisher asociada a ©4 sin considerar 6, y 65.

det (C'a(&;01))

El criterio es:
$2(&) = |Ca(&;01)],

y los disenios Dy-6ptimos son aquellos que maximizan ¢o(§).

Igualmente se halla en forma numeérica el diseno 6ptimo. En la Tabla se muestra
el diseno Dy-6ptimo local obtenido con el mismo objetivo de discriminar entre los dos
modelos. El diseno consta de seis tiempos de muestreo, a diferencia del T-6ptimo, éste
se puede usar también para la estimacion de los pardametros del modelo 7. Este diseno
aporta para la estimacién de los parametros del modelo I una eficiencia del 88.85 %,
muy buena comparada con la eficiencia asociada al T-6ptimo para estimacion que
es de cero. Ademds, aproximadamente un 21 % de las observaciones de la muestra
se reserva para los dos primeros tiempos, 0.69 y 3.69; mientras un 47 % es para los
dos tltimos tiempos, 36.24 y 76.98. Hay diferencias de este diseio comparado con el
diseno T-6ptimo, tanto en los tiempos de muestreo como en la proporcion de obser-
vaciones correspondiente.

Finalmente en la Figura 14 esta la funcién de varianza asociada al criterio Do-
optimal. Se verifica que el disefio obtenido es Dy-6ptimo.

4.3.5. Disenos DEFNS,-6ptimos locales

En las secciones previas se han hallado disenos 6ptimos locales y promediados por dis-
tribuciones a prioris, usando tanto D-optimalidad como L-optimalidad, en el modelo .
Mientras en el modelo I se hallaron los respectivos disenos 6ptimos locales. Ademas
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Figura 4.14: Funcion de varianza para Ds-optimalidad local

se encontraron disenios éptimos para discriminar entre ambos modelos, usando tan-
to T-optimalidad como Ds-optimalidad. El énfasis de esta seccién es la busqueda de
disenos 6ptimos que sirvan tanto para discriminar como para estimar las tasas de
transferencia en los dos modelos y las funciones no lineales de interés. Ademaés, resul-
tados parciales de esta seccién se presentaron en Lépez y Ramos (2008).

Recordando la notacion de la Seccién [4.2], en ambos modelos, el nimero de funciones
no lineales a estimar es [,, = 4. Para el i-ésimo modelo, con m; tasas de transferencia
(mq =6, my =4), i =1,2, las funciones H;;, j =1,...,4, se calculan a partir de la
funcién n;(t; ©;), y representan:

H;(6;)
2. Hi5(0;), el tiempo para la concentracién méxima,
H;3(0;)

4. Hiy(©;), el primer tiempo donde la concentracién en el modelo i alcanza el 50 %
del valor maximo.

1. , el area bajo la curva de concentracién,

, la concentraciéon maxima y
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En L-optimalidad 6 D, -optimalidad, K; denota la matriz de orden m; x4, con colum-
nas los respectivos gradientes de las funciones H;;(0;).

Inicialmente se construyen disenos DEFNS,-6ptimos locales para tres valores de
a: 0.25, 0.50 y 0.75. Se usa como criterio para la estimacién de las funciones no
lineales L-optimalidad. Para discriminacién se tienen en cuenta los dos criterios men-
cionados antes y para la estimacion de las tasas de transferencia en ambos modelos,
D-optimalidad. Los criterios se denotan por DEFN SPE_optimalidad y DEFNSTE-
optimalidad, donde la letra D, en este caso, hace referencia al criterio Dy-optimalidad.
La ecuacion muestra la expresiéon a maximizar para el segundo criterio, y en el
Teorema [.2.T] se tiene el teorema de equivalencia. En el caso del primer criterio, se
usa el mismo teorema de equivalencia teniendo en cuenta que:

1. El criterio considerado es:

[ det My(§01) |
¢1<£)_{detM11<§3@1)} ’

donde el exponente es el niimero de parametros a estimar.

2. La derivada direccional del log ¢4 (&) es:

Du(t:€) = % LA OMTEf() = LM (O fu®)]

donde la funcién ff,(t) es el gradiente del vector que resulta de ©; al omitir 0,
y O35y Mi1(§) es la matriz de informacién obtenida con la funcién fi(t).

Con lo anterior se tienen las expresiones de los criterios que se van a considerar y su
respectivo teorema de equivalencia, ver paginab8 La busqueda de los disenos éptimos
es una combinacion de varios procedimientos. El primero consiste en encontrar disenos
a partir de la adecuacién del algoritmo general dado en el Apéndice [Al con los criterios
concavos construidos. El segundo procedimiento consiste en la optimizacion de una
funcién en varias variables -puntos de soporte y pesos- definida apropiadamente, y
luego hacer uso de los procedimientos de optimizacién que ya estan programados en
varios lenguajes, como por ejemplo, R y Matlab. En el Apéndice se muestra un
ejemplo genérico programado en R. A partir de los ensayos hechos y la verificacion
mediante el teorema de equivalencia respectivo, se ha podido constatar que el segundo
procedimiento, ademas de rapido, da buenos resultados.

Los disenos 6ptimos que aparecen en la Tabla fueron obtenidos por el segundo
procedimiento. Allf se tienen los disefios DEF N SPL-6ptimos locales para los valores
de a considerados y los mismos valores locales de los parametros usados en los modelos
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o Diseno 6ptimo (&) Valor 6ptimo
0.95 0.9322 3.7206 9.5987 19.5410 35.9549 67.5850 6.34
0.1021 0.1123 0.1168 0.1511 0.2262 0.2914
0.50 [0.8229 3.6806 9.6092 19.7227 36.3282 71.1595 | 6.72
0.1038 0.1081 0.1330 0.1548 0.2182 0.2821
075 [0.7474 3.6810 9.6222 19.6769 36.3610 74.2231 | 709
0.1070 0.1041 0.1448 0.1593 0.2018 0.2830

Tabla 4.9: Disefios DEFNSPL-6ptimos locales.

Iy Il. En la Figura[d.I8] se tiene el grafico de la funcién de varianza presentada en el
teorema de equivalencia, es decir, la derivada direccional del criterio en la direccién
del diseno unitario en t. Se verifica que los disenos encontrados son éptimos.

—0.2 —

DEFNS] ¢
----- DEFNS?

~~~~~~~~ DEFNS{ .

—-1.0 —

T T T T T T
o 20 40 60 80 100

Figura 4.15: Funcién de varianza para DEFNSPl-optimalidad, para o =
0.25, 0.50, 0.75.

En la Tablad.I0lse muestran los disenos éptimos obtenidos cuando se usa T-optimalidad
para discriminar. En la FiguralLTfse verifica que los respectivos disefios son DEF N STL-
optimos locales.
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« Diseno 6ptimo (&) Valor 6ptimo

0-25 0.0938 0.1045 0.1173 0.1994 0.0915 0.3935

0.8728 3.7070 10.0933 22.8589 35.8963 62.9366

[0.9783 3.7571 9.9886 21.8765 34.0914 62.6908 7 69
0.50 [ } 9.41

0.0862 0.0911 0.1297 0.2262 0.0385 0.4283
0.7854 3.7187 10.1958 23.3111 37.7856 63.1089}

0.0804 0.0779 0.1360 0.2345 0.0156 0.4556 11.09

0.75 {

Tabla 4.10: Disefios DEF N STE-¢ptimos.
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Criterio Disenio éptimo ()
c, 0.82 3.68 9.61 19.72 36.33 71.16
0.104 0.108 0.133 0.155 0.218 0.282
c, " 0.88 3.62 9.09 19.02 35.86 73.08 ]
| 0.157 0.161 0.173 0.145 0.158 0.206
c, " 0.87 3.71 10.09 22.86 35.90 62.93 ]
| 0.086 0.091 0.129 0.226 0.038 0.428 |
e, [ 0.92 3.66 9.27 21.92 40.02 60.85 |
0.142 0.145 0.162 0.194 0.052 0.305

Tabla 4.11: Disenos DEF N Sy 5-6ptimos locales.

4.3.6. Comparacion entre los diferentes criterios de optimalidad
locales

Como se comento en la seccion anterior, a partir de la estructura general del criterio
propuesto en la ecuacién I+ pagina BT+ se pueden obtener dos criterios adicionales.
Resultado de considerar Dy, -optimalidad para la estimaciéon de las funciones no
lineales y los dos criterios usuales para discriminacion. En total se tienen cuatro
criterios que tienen el mismo objetivo, discriminar y estimar tanto parametros como
las cuatro funciones no lineales de interés. Para esta comparacién se tomé a = 0.5.
En la Tabla11] se exhiben los disenos 6ptimos locales obtenidos al maximizar el res-
pectivo criterio de optimalidad. Se abrevian por: C} = ¢P2L Cy = ¢P2Px (O3 = ¢t
y Cy = oLl

En los disenos obtenidos usando T-optimalidad para discriminar se observa una fre-
cuencia pequena en el quinto punto de soporte, de hecho son las mas pequenas entre
las frecuencias de los cuatro disefios. Se ha observado que este fenémeno ocurre, cuan-
do el valor de « se acerca a uno, ver por ejemplo los disenos de la Tabla .10, Los
disenos tienden a aproximarse al diseno de cinco puntos del problema de discrimi-
nacion entre modelos. Lo anterior estd de acuerdo a la forma del criterio propuesto.

Los disenios obtenidos por los cuatro criterios (C7,Cy, C3,Cy) se compararon con
respecto a sus eficiencias, usando los criterios en su versién original, sin la fun-
cion logaritmo. También se consideraron tres criterios individuales, D-optimalidad
del modelo I, Dy- y T-optimalidad, denotados por C5 = ¢p, Cs = ¢p,, vy Cr = ¢,
respectivamente. Las eficiencias en porcentaje se encuentran en la Tabla En las
columnas se tiene el criterio de referencia y en las filas los disenos éptimos obtenidos
por cada criterio. Por ejemplo, el disenio &; tiene un 81.56 % de eficiencia cuando com-
pite con el disefio 6ptimo obtenido por el tercer criterio (¢11), y en forma andloga se
interpretan los demas valores. Se extraen los siguientes hechos relevantes:
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‘i 1_ 0(];3;%5) Ch Cs Cs Cy Cs Cs C7; | Promedio

& 100.00 | 94.33 | 81.56 | 79.11 | 91.34 | 97.02 | 59.98 90.56
& 94.15 | 100.00 | 72.31 | 78.98 | 97.86 | 88.15 | 51.47 88.58
& 67.11 | 61.45 | 100.00 | 94.15 | 69.21 | 45.39 | 93.66 80.93
& 71.12 73.81 93.71 | 100.00 | 81.89 52.21 84.23 84.13
& 90.16 | 96.66 | 71.66 | 79.01 | 100.00 | 85.34 | 50.12 87.14
& 97.31 | 93.38 | 74.95 | 73.96 | 88.85 | 100.00 | 55.13 88.08
& 0 0 0 0 0 0 100.00

Tabla 4.12: Eficiencias de los disefios DEFN Sy 5-6ptimos locales, C; = ¢P2L Cy =
pP2Pr Oy = pIt Cy = ¢pLPx |y los disefios 6ptimos individuales: Cs5 = ¢p, Cs = ¢p,
y C7 = ¢r. Donde &; denota el diseno 6ptimo obtenido con el criterio C.

= los disenos & v & tienen buenas eficiencias con respecto al tercer criterio,

= & presenta eficiencias altas, tanto en el primer criterio como en el quinto; criterio
de estimacion de los parametros,

» el diseno D-6ptimo, & tiene una eficiencia de al menos el 50 % para discriminar
usando el criterio T-6ptimo.

Si la decision para la eleccion de uno de los criterios estuviera basada en que tan
eficiente es el diseno obtenido para estimar los parametros del modelo y ademés
discriminar entre ambos modelos, entonces los criterios C y C5 representan una muy
buena alternativa. Aunque, el disenio &3 presenta eficiencias altas en los criterios C7,
y Cy, donde se usa T-optimalidad para discriminar y L-optimalidad para estimar las
funciones no lineales. En general, no es posible elegir un criterio que cumpla alguna
propiedad de robustez con respecto a la eficiencia, es decir, que el diseno 6ptimo
construido por el respectivo criterio tenga eficiencias altas en todos los otros criterios
considerados. En la tltima columna esta el promedio de las eficiencias para cada uno
de los disenos sin considerar la eficiencia mas baja. Se observa una eficiencia promedio
alta, por encima del 88 % para los dos primeros disenos éptimos obtenidos con los
respectivos criterios. En la siguiente subseccién se presenta una metodologia general
para obtener un diseno que cumpla con las restricciones de tener buenas eficiencias
en los demas criterios bajo consideracion.

Metodologia para la construccion de un diseno consensual

En esta seccion se va a exponer una metodologia para hallar un diseno hibrido entre
varios disenos éptimos obtenidos por diferentes criterios de optimalidad, pero que
satisfacen los mismos objetivos, en nuestro caso discriminacion y estimacién tanto de
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los pardametros como de las funciones no lineales, bajo consideracion. Suponga que se
tienen c-criterios de optimalidad, y una ponderaciéon apropiada para cada uno de los
criterios w; 1 =1,...,c.

= Primero se calculan los nuevos pesos del diseno al multiplicar los pesos de cada
diseno, & por su respectiva ponderacion, w;.

= Luego se proyectan los diferentes puntos de soporte. Se obtienen s-grupos, donde
s: es el nimero maximo de puntos de soporte de todos los disenos.

= Para cada grupo,g, se propone lo siguiente:

e Cada uno de los puntos de soporte se sustituye por el promedio (0 mediana)
de las observaciones del grupo, si estos caen en el siguiente intervalo:

mediana, & 7,

donde r, = AM(Qo.75 — Qo.25)/2, donde Q,: es el quantil de orden r asociado
al grupo ¢. El peso asociado al punto es la suma de los pesos asociados a
cada una de las observaciones que estan en el intervalo anterior.

e Si la observacién (pto de soporte) del grupo g no esté en el intervalo an-
terior, entonces se conserva esta observacion como un punto de soporte
adicional, para el nuevo diseno, con su respectivo peso.

El método anterior depende del valor de A. Dependiendo del valor de A\ se pueden
obtener disenos, denominados disenos hibridos, de mas de m-puntos de soporte, posi-
blemente con eficiencias competitivas.

A continuacién se presentan dos posibles disenos obtenidos con dos valores de A,
junto con las eficiencias asociadas para los criterios considerados. Se usé como pon-
deraciones para cada diseno éptimo el promedio de la ultima columna de la Tabla
Se tomaron dos valores para A\, Ay =3 y Ay = 3.5, dando dos disenos hibridos,
de nueve y siete puntos de soporte respectivamente:

& = 0.82 0.87 3.62 3.67 9.52 20.88 37.03 40.02 67.0
A 10.02 0.09 0.04 0.09 0.15 0.18 0.11 0.01 0.30 |’

6\ — 0.88 3.67 9.52 20.88 37.03 40.02 67.0
A2~ 10,12 0.130.150.18 0.11 0.01 0.30|"

En la Tabla.13]se dan las eficiencias para los dos disenos hibridos. Con ambos disenos
se obtienen eficiencias por encima del 85% para todos los criterios excepto para
el criterio de discriminaciéon usando T-optimalidad, donde se obtuvieron eficiencias
alrededor del 74 %, mejores que aquellas obtenidas por los disenos asociados a los dos
primeros criterios de optimalidad.
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%o Cq Cy Cs Cy Cs Cs Cr
&x, | 93.66 | 85.03 | 90.66 | 92.25 | 91.63 | 85.32 | 74.31
Exy | 93.65 | 85.18 | 90.66 | 92.42 | 91.74 | 85.25 | 74.25

Tabla 4.13: Eficiencias de los disenos hibridos &y, con respecto a los criterios € =
oDl Cy = pP2Pr Oy = ¢TIl Oy = ¢1Px |y los disenios 6ptimos individuales: Cs =
¢p, C¢ = ¢p, y C7 = or.

4.3.7. Disenos DEF'NS]-optimalidad Bayesiano

En esta seccién se hallan disenos DEF' N S,-6ptimos promediados por una distribucion
a priori, 7, para O = (097, ©97). Sélo se considera L-optimalidad para la estimacién
de las funciones no lineales. Con el fin de ver el efecto que tiene la distribucion a priori
en los disenos 6ptimos obtenidos, se consideran dos distribuciones a prioris definidas
a partir de los valores locales de ©; y O,.

» La primera distribucién a priori, 7y, tiene como soporte el conjunto ) X
{63}, donde Q; es el soporte asociado a las distribuciones a prioris (simétri-
cas, asimétricas a la izquierda 6 asimétricas a la derecha), definidas en la seccién
[4.3.3] para el valor local de ©;. El criterio de optimalidad asociado serd denotado
por: DEFNSSG! 6 DEFNSST, 6 DEFNSSR, , donde @ es D 6 T, indican-
do el criterio usado para discriminar: D, 6 T-optimalidad, respectivamente. Los
ultimos cuatro parametros de los puntos de soporte de 7y son los valores locales
usados para ©,, mientras que los primeros seis puntos varian dependiendo de la
distribucion a priori usada. Todas las distribuciones a prioris tienen 65 puntos
de soporte, con igual probabilidad.

Los disenos 6ptimos obtenidos se encuentran en la Tabla .10 para valores de
d € {0.05,0.10,0.15}, y usando Dy-optimalidad para discriminar. En la Figura
117 se muestran los graficos de la funcién varianza. Se concluye que todos los
disenos encontrados son ¢ptimos. Por otro lado, en la Tabla se muestran
los disenos DEFNS[} cuando se usa T-optimalidad para discriminacion. Us-
ando el respectivo teorema de equivalencia se verifico la optimalidad de todos
los disenios obtenidos anteriormente, ver Figura IS8l

En la Figura [£19, se comparan todos los disenios éptimos obtenidos usando
la distribucién a priori 7y, y los dos criterios que se estan considerando para
discriminacién. También se comparan con el diseno 6ptimo local respectivo,
primera fila de cada gréafico. El radio del circulo es proporcional al peso de cada
punto de soporte.
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Distribucién a priori

Disefio Optimo

Valor 6ptimo

0.8237 3.6828 9.6088 19.7304 36.3794 71.2384

DEFNS;Z, 0.1039 0.1081 0.1328 0.1552 0.2181 0.2819 0.7
DEFNSUT 0 01010 0,108 01993 01565 02177 0815 6.1
DEFNSUT0 01011 01084 01315 04581 02172 09507 6.92
DEFNS bt 01043 01083 01392 01567 0217 0277 671
DEFNSU i 09010 01084 01535 01580 02173 09773 610
DEFNSU a0 01051 0108 01358 0.1616 02163 05748 671
DEFNSYhave 01094 01079 01527 01533 05183 02840 6.75
DEFNSUhavi 01030 01078 04953 01590 02179 09870 6.79
DEFNSUhavis 01095 01076 0430 01511 02175 02501 683

Tabla 4.14: Disenos DEFNSQ:;? 0 DEFNSQ’&&

/ D,
6 DEFNSPE

distribuciones a prioris consideradas, o = 0.5, y 6 = 0.05,0.10,0.15.

-Optimos con las
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Distribucién a priori Disefio Optimo Valor 6ptimo

0.8746 3.7180 10.1025 22.9246 36.8459 63.0659

DEFNSoSS 0 00864 00913 0.1205 0.2260 0.0433 04235 943
DEFNS{T5 0 oses 00016 01205 09953 0.0360 04108 951
DEFNS{T51  0o7s 00025 01296 02296 0.0738 03913 965
DEFNS{T oo 00867 00013 01307 02288 00309 04236 942
DEFNSITia, 0872 00913 01208 02315 00430 0.4161 044
DEFNS{T a0 00870 00018 01206 02540 00505 0 4061 949
DEFNS a0 0n50 0.0010 01205 02236 00304 0,430 041
DEFNS{Shai, 00856 00010 01203 02212 00425 04306 943
DEFNS{iuane 00855 00909 01292 02192 00465 04988 945

Tabla 4.15: Disefios DEFNS,Z 6 DEFNSLT, 6 DEFNS.T, -6ptimos para las

distribuciones a prioris consideradas, o = 0.5 y § = 0.05,0.10, 0.15.



CAPITULO 4. DISENOS OPTIMOS: DISCRIMINACION Y ESTIMACION 98

0.0

-0z —

—0.a — -0.4 —

o(t9)
o(t8)

-o0.6 — -0.6 — -o.6 —

-o.8 — -o08 — -o.8 —

Figura 4.17: Grafico conjunto de las funciones de varianza para los disenios DEF' N S 5-
optimos bayesianos considerando la distribucién a priori, m; y criterio de discrimi-
nacién Dy-optimalidad, y de estimacion funciones no lineales L-optimalidad.

En general se observa, Figura (b), la asignacién de un peso muy pequerno,
sin importar la distribucién a priori, en el quinto punto de soporte de cada uno
de los disenos que usan T-optimalidad para discriminar. Ademads, en general,
en ambos criterios y considerando las distribuciones a prioris asimétricas a la
izquierda del valor local, los puntos de los disenios éptimos crecen conforme el
pardametro o lo hace. Ocurre lo contrario, en los disenos de las distribuciones a
prioris a la derecha del valor local, es decir, los puntos de soporte decrecen si o
aumenta.

En las distribuciones simétricas alrededor del valor local y Ds-optimalidad, ver
FiguraLI9(a), no hay aparente variacién de los puntos de soporte a medida que
0 crece. Hay una gran similitud con el disefio éptimo local. También en la misma
figura se observa una tendencia creciente en los pesos de cada uno de los puntos
de soporte. Lo anterior no es valido para T-optimalidad, Figura L.I9(b), alli se
observa que la mayor parte del peso de cada diseno se concentra en el ultimo
punto de soporte, entre el 40 % y el 43 %, ver Tabla[d.I5l Los disenios simétricos,
igualmente presentan gran similitud con el disenio éptimo local respectivo.
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Figura 4.18: Grafico conjunto de las funciones de varianza para los disenos DEF'N Sy 5-
optimos bayesianos considerando la distribucion a priori, 7, usando como criterio
de discriminacién T-optimalidad, y para estimacion de las funciones no lineales IL-
optimalidad.
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Distribucién a priori Diseno éptimo Valor éptimo
0.8236 3.6828 9.6080 19.7275 36.3852 71.2456

D,mo
DEFNSU'5’SO~05 0.1039 0.1081 0.1328 0.1552 0.2177 0.2824 6.75
DEFNSP-™ 0.8256 3.6891 9.6051 19.7448 36.5597 71.5189 6.81

0.5,50.10 0.1040 0.1082 0.1323 0.1563 0.2163 0.2830
D,ma 0.8288 3.6989 9.6026 19.7826 36.8635 72.0159
DEFNS0~5’50~15 0.1041 0.1083 0.1315 0.1580 0.2142 0.2839 0.92

0.8442 3.7756 9.8553 20.2297 37.2750 73.0070

DEFNS  a0es 01039 0.1081 0.1320 01549 0.2181 0.2822 0.93
DEFNSE s, (1030 01081 01398 0155 09177 09804 610
DEFNSE s (1030 0.1081 01395 01558 02165 02607 610
DEFNSE Ravee 01039 01081 0.1990 01540 09181 02859 675
DEFN gD 0.7844 3.5072 9.1505 18.7876 34.6475 67.8453 o

0.5,R40.10 0.1039 0.1081 0.1328 0.1551 0.2178 0.2823

Do 0.7668 3.4276 8.9366 18.3557 33.8874 66.3531
DEENS05,1.40.15 0.1039 0.1081 0.1326 0.1555 0.2173 0.2826 0-84

Tabla 4.16: Disefios DEFNS,E* 6 DEFNSYT4 6 DEFNS, 7% -6ptimos para las
distribuciones a prioris consideradas, o = 0.5 y § = 0.05,0.10, 0.15.

En el criterio de optimalidad donde se usa Dy-optimalidad para discriminar
se concluye que los disenos 6ptimos bayesianos con distribuciones simétricas
alrededor de un valor local presentan valores muy similares al diseno 6ptimo
local respectivo. Esto no ocurre con T-optimalidad, donde el quinto punto de
soporte de las distribuciones a prioris simétrica, crece conforme 0 crece. El
diseno 6ptimo local tiende a hacer muy parecido cuando hay poca incertidum-
bre alrededor del valor local (§ = 0.05) en las distribuciones a prioris simétricas.

» La segunda distribucién a priori considerada es, my. Tiene soporte en 2,: el
conjunto de todos los puntos de soporte asociados con las distribuciones a prio-
ris definidas en la seccién 3.3, donde ©%7 = (@?T,@gT). Se usa la misma
notaciéon de la distribucion a priori 7m; para denotar los disenos obtenidos. Las
distribuciones a prioris resultantes tienen un total de 1025 puntos de soporte
con igual probabilidad. Los disenos 6ptimos promediados por la distribucion
a priori 7o se hallan en la Tabla .10, para el caso de Dy-optimalidad para
discriminacién. La optimalidad de todos disenos anteriores se verifica mediante
la aplicacién del respectivo teorema de equivalencia.
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Figura 4.19: Grafico conjunto de los puntos de soporte y los pesos cuando se usa
para discriminacién: (a) Dy-optimalidad, (b) T-optimalidad. Para la estimacién de
las funciones no lineales: IL-optimalidad. En la parte inferior diseno 6ptimo local,
respectivo
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Figura 4.20: Grafico conjunto de los puntos de soporte para los disenos DEFNS,,-
éptimos (¢,) considerando ambas distribuciones a prioris, 71 y 7o, y Dy-optimalidad,
a = 0.5.



CAPITULO 4. DISENOS OPTIMOS: DISCRIMINACION Y ESTIMACION 103

La Figura .20] muestra los puntos de soporte asociados a los disenos éptimos de to-
das las distribuciones a prioris con m; y mo. En ambos casos hay muy poca diferencia
en los puntos de soporte. Ademds, en esta figura, se observa una tendencia de los
dos ultimos puntos de soporte, de los disenos asimétricos a la izquierda, de tomar
valores mas grandes conforme 9 aumenta. En tanto que ocurre lo contrario con los
dos 1ltimos puntos de soporte de aquellos disenos obtenidos con las distribuciones a
prioris a la derecha. En los disenos obtenidos con las distribuciones a prioris simétrica
no hay mucha variacion de los puntos de soporte. Las observaciones anteriores son
validas para las dos distribuciones a prioris bajo estudio, usando para discriminar
Dy-optimalidad.

Ademas, como en ambas distribuciones a prioris los disenos 6ptimos son muy pareci-
dos, se hizo un grafico ilustrativo, para el caso de la distribucién a priori mo. Alli se
muestran tanto los puntos de soporte de las diferentes distribuciones a prioris consi-
deradas, como los pesos asociados. Los pesos son proporcionales al radio de cada uno
de los circulos que se muestran en la Figura L2l Se observa una clara tendencia de a
mayor punto de soporte se tiene un mayor peso en cada uno de los disenos obtenidos.
Ademas, en general ocurre que los puntos de soporte son 6 muy similares 6 tienen
tendencia creciente 6 decreciente conforme el parametro ¢ aumenta en las diferentes
distribuciones a prioris ya sea simétricas 6 asimétricas a la izquierda 6 asimétricas a
la derecha, respectivamente.
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Figura 4.21: Grafico conjunto de los puntos de soporte, (¢) y de los pesos asociados
a cada uno de los disenos DEF N S,-6ptimos, -proporcional al radio del circulo-, a
priori my.



Capitulo 5

Consideraciones Adicionales

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan algunos tépicos relacionados con disenos 6ptimos exactos
tanto para el caso de observaciones independientes como de observaciones dependien-
tes. Se vera un método de redondeo para convertir en disenos exactos, los disenos
aproximados vistos en el capitulo anterior. A partir del calculo de las eficiencias se
compararan los disenos obtenidos por redondeo con aquellos disenos 6éptimos exactos
en ambos casos, bajo independencia o bajo alguna estructura de correlacion en los
errores.

Este es un capitulo en desarrollo, donde las ideas de la seccién [5.4] fueron inicialmente
investigadas en una estancia predoctoral en la Universidad Castilla La Mancha, Ciu-
dad Real, Espana, junto con los investigadores Jests Lopez Fidalgo y Mariano Amo
Rodriguez. Alli se propone una generalizacién ad hoc del criterio T-optimalidad para
el caso de observaciones correlacionadas y se combina con los otros criterios en su
version correlacionada.

5.2. Implicaciones practicas

Los disenos obtenidos en éste y los capitulos anteriores fueron disenos éptimos aproxi-
mados. Es decir, se tienen las localizaciones de los puntos de experimentacion (¢;) y la
frecuencia w; € (0,1) de toma de las observaciones en cada punto. Claramente, si se
tienen recursos para obtener una muestra de tamano n, entonces w;n , en general no
es un entero. Se necesita algiin método de redondeo que garantice que el nuevo disenio
(diseno exacto) va a seguir conservando, en la medida de lo posible, las propiedades
optimas del diseno aproximado. Existen procedimientos de redondeo eficientes, por

105
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ejemplo en Pukelsheim (1993) capitulo 12 se presenta el método que se expone a
continuacion.

Sea un disenio continuo £ con pesos wi, Ws,. .., ws, el método para aproximar este
diseno en forma eficiente tiene las siguientes dos fases:

1. Se usa el factor n — %s para calcular n; a partir de n; = ((n - %s) wﬂ, donde
[2] denota el entero mas pequeno mayor o igual a z.

2. Se itera hasta que la discrepancia d; = (ZZ <s nl) —n sea cero, ya sea incremen-
tando n; a n; + 1 si n;/w; = min;<,n;/w; o reduciendo ny en una unidad si
(ng — 1) /wy, = méx;<s(n; — s)/w;.

Aplicando el método anterior se muestra en Pukelsheim (1993), que el diseno obtenido
es en algiin sentido eficiente. Se observa que el procedimiento anterior no tiene en cuen-
ta el criterio de optimalidad subyacente, sin embargo el método propuesto funciona
bien.

Al aplicar el método anterior a los disefios éptimos locales encontrados para discriminar
y estimar simultaneamente se obtienen los disenios dados en la Tabla[5. Il para diferentes
tamanos de muestra. En ambos casos, cuando n = 6, los disenos exactos no tienen
réplicas en cada uno de los puntos de soporte. Para los demés valores de n, se re-
quieren réplicas en diferentes tiempos, dependiendo del valor de la magnitud de w;.

En general los disenos obtenidos para el ejemplo en estudio, se pueden interpretar
b oo T } Ademaés
ni/n ... ng/n ’
suponga que se tiene una poblacién de individuos homogéneos con respecto a una ca-
racteristica de interés, es decir, comparten medidas de determinadas covariables muy
similares. Se selecciona una muestra de n-individuos de esta poblacién. En el tiempo
t = 0, a los n-individuos se les administra el medicamento de estudio. Luego en el
tiempo ¢; se toman las observaciones a n; individuos de la muestra. Con este procedi-
miento se tomaria una sola observacién de cada individuo. Una de las dificultades del
procedimiento es garantizar la homogeneidad de los individuos de la poblacion, que
en situaciones practicas es muy restrictivo.

en el siguiente contexto. Considere el diseno exacto & = [

Otra forma de abordar el problema anterior y asi evitar tanto el supuesto de in-
dependencia de los errores como las repeticiones, réplicas, en cada uno de los in-
dividuos, es considerar la farmacocinética individual, donde se cuenta con un solo
individuo a quien se le ha administrado el medicamento. Se desean determinar n
tiempos de muestreo, 7, = [t1,...,t,], de aqui en adelante serd llamado un diseno
exacto, sin réplicas en cada uno de los tiempos, tal que se pueda con estas medidas
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Diseno éptimo DEF]\/HS'(]):.)5 Diseno éptimo DEFNSS?5
N 10.82 3.68 9.61 19.72 36.33 71.16 | | [0.87 3.71 10.09 22.86 35.90 62.94 |
10.10 0.11 0.13 0.15 0.22 0.29 | [0.09 0.09 0.13 0.22 0.04 0.43 |
6 111111 111111
8 111122 111212
10 111223 111214
20 223346 223418
40 4556911 4459216
80 9911121722 781018 3 34

Tabla 5.1: Distribucion del tamano de muestra n eficiente para dos disenos optimos
locales.

discriminar y estimar simultdneamente las funciones no lineales de interés. Lo anterior
se vera en la siguiente seccion donde se hallan los disenos D-6ptimos exactos y los
disenos DEF' N S,-6ptimos para discriminar y estimar en el caso bajo consideracion.

5.3. Disenos 6ptimos exactos, bajo independencia

En este caso, el propdsito es hallar disenos éptimos exactos, sin replicacion, denotados
por: T, = [tl tn], donde ¢; # t;, para ¢ # j; tal que maximicen algin funcional
de la matriz de informacion M(r,) = = > | f(t;) f*(t;). Para la estimacién éptima
de © en el modelo I, se necesitan hallar disenos éptimos exactos que maximicen:

| M (7)1,

en este caso se conoce de la teoria de disenos D-6ptimos que con n = m, m: nimero de
parametros del modelo, se obtienen disenos éptimos exactos sin réplicas, y coinciden
con los disenos D-6ptimos obtenidos usando disenos aproximados.

En general, con los otros criterios no sucede lo mismo, por ejemplo con LL-optimalidad,
y por ende en el criterio propuesto, DEF N S,-optimalidad. Con el fin de construir
disenos no singulares, es decir, aquellos donde la matriz de informacion sea inver-
tible, se opta por la construcion de disenos 6ptimos exactos a partir de seis puntos de
soporte, numero de parametros del modelo I, tomando n = 6,8,10. Con propdsitos
ilustrativos, se consideré T-optimalidad para discriminar y L-optimalidad para esti-
mar las funciones no lineales de interés.

Los disenos 6ptimos obtenidos, tanto exactos como aproximados (redondeados), se
hallan en la Tabla (.2l para tres tamanos de muestra, n = 6,8,10. En la ultima
columna se encuentra la eficiencia de los disenos aproximados con respecto al criterio
de optimalidad usado para hallar los disenios exactos. Se observa que los disenos
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n | Tiempos del disefio éptimo Eficiencia
&g =1[0.84, 3.48, 9.37, 21.84, 55.98, 67.90]

0 Eap = 10.87, 3.71, 10.09, 22.86, 35.90, 62.94] 85.45%
3 & =[0.85, 3.56, 9.85, 22.61, 22.62, 53.07, 66.34, 66.24] 93.62 %
Eap = [0.87, 3.71, 10.09, 22.86, 22.86, 35.90, 62.94, 62.94] '

10 & =10.85, 3.60, 9.95, 22.04, 22.04, 29.38, 62.29, 62.29, 62.29, 62.29] 98.99 %
Eap = 1[0.87, 3.71, 10.09, 22.86, 22.86, 35.90, 62.94, 62.94, 62.94, 62.94] '

Tabla 5.2: Disenos éptimos exactos ({g) y aproximados (£4,), usando para discriminar
T-optimalidad y para estimar las funciones no lineales [L-optimalidad. Eficiencia del
diseno aproximado con respecto al diseno exacto, « = 0.5

aproximados, una vez redondeados, tienen eficiencias competitivas frente a los disenos
exactos. Ademas, en cada diseno exacto, n = 8, 10, se observan tiempos muy parecidos
aproximadamente, en los mismos tiempos del diseno aproximado.

5.4. Disenos optimos exactos, con estructura de
covarianza

La construccién de los disenos éptimos depende de los supuestos del modelo bajo con-
sideracion. Los disenos 6ptimos de las secciones previas se hallaron usando el supuesto
de independencia de los errores. En esta seccién se dara una introduccién breve de los
disenos 6ptimos cuando el supuesto de independencia no se cumple. Se presentaran
algunos disenos que se han construido hasta el momento bajo una estructura de co-
varianza particular asumida para los errores.

Se considera el modelo de regresion no lineal general:
Y(t) =n(t,0) +et), L€,

donde las €(t) son variables aleatorias distribuidas normalmente con media cero y
covarianza Cov(e(t),e(t')) = c(t,t'), ¢(.,.) es una funcién conocida. Ademads, n(t; ©)
puede ser una de dos funciones parcialmente conocidas n;(t;01) y n2(t; ©2), donde
0, €0 CRE v O, € Qy CR*son vectores de pardmetros desconocidos.

En la literatura de disenios 6ptimos exactos se han usado las siguientes dos estructuras
de covarianza, ver Stehlik et al (2008) y Pepelyshev (2007):

Cov (e(t), e(t')) = o?exp (=0 |t —t']) (5.1)
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conocida con el nombre de funcién de covarianza exponencial o:

Cov (e(t), e(t')) = {"2 (=151 s le—tl<p (5.2)

0 en otro caso,

conocida con el nombre de funcién de covarianza triangular. Ambas matrices de co-
varianza dependen de p, que en este trabajo se supone conocido, aunque se puede
considerar dentro de la matriz de informacién en caso de que también se necesite
estimar. En lo que sigue la matriz de covarianza se denota por .

A continuacién, el propdsito estd en encontrar tiempos de muestreo 6ptimo para
un solo individuo, sin réplicas. Es decir, obtener disenos 6ptimos exactos, 7, =
[t1,ta,...,t,] de n-tiempos diferentes, donde n = m es el nimero de pardmetros
del modelo. Inicialmente, el interés estd en estimar el vector de pardmetros © usando
el criterio D-optimalidad. Esto es, obtener un diseno 7,, = [t1, ta, . . ., ,] que maximice:

det (1(7,;0)) = det (X (7,) " 2(7,) ' X (7)) , (5.3)

donde X(7,) = [%}, e I(7,;©) es la matriz de informacién de Fisher en el caso

correlacionado.

Ademas se usard, ya sea IL- o D g-optimalidad para hallar disenos éptimos que estimen
las funciones no lineales. Es decir, construir un diseno 7,, = [t1, %, ..., t,] que maxi-
mice: [Tr (K717 (7,; @)K)]_l ( L-optimalidad) ¢ maximice det (K717!(7,;©0)K)
(Dg-optimalidad). Las columnas de la matriz K son los gradientes de las funciones
no lineales que se han considerado.

Para la construccion de los disenos éptimos es razonable el uso de la estructura de
covarianza exponencial y para la seleccion del valor de p se hicieron diversas pruebas
con disenos D-, .-, Dg-6ptimos exactos y también disenos combinados para estimar
los parametros y las funciones no lineales: DL y DDy ; usando diferentes valores de
p, p € {0.001,0.01,0.1,1,10}, desde muy alta correlacién (valores pequenos de p) a
correlaciones bajas (valores grandes de p). En la mayoria de los casos se observo que
los disenos 6ptimos encontrados no variaban cuando p > 10, y en otros a partir de
p > 1. Ademas, se construyeron las tablas de eficiencias de los disenos encontrados
con diferentes valores de p. En el caso p = 0.01, la mayoria de las eficiencias halladas
en todos los disenos fue al menos del 50 % comparado con los otros valores de p. Tam-
bién se observo que el criterio D g-optimalidad combinado con D-optimalidad produjo,
para este valor de p, eficiencias superiores al 90 %, en los dos modelos considerados.

Lo anterior, justifica la elecciéon de p = 0.01 para la construccion de los disenos 6pti-
mos exactos, es decir, donde la estructura de correlacién para las observaciones es
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relativamente alta. En la Tabla se muestran los disenos optimos exactos para
la estimacién de los pardametros y de las funciones no lineales en cada uno de los
modelos. Se observa que en el modelo I, M1, los disenos D y Dy coinciden, debido
a que la matriz K asociada es cuadrada de orden 4, de donde por propiedades del
determinante, el criterio a maximizar es el mismo que para D-optimalidad. No sucede
lo mismo para el modelo 11, MII, donde la matriz K es de orden 4 x 6.

D-optimalidad D g-optimalidad
Modelo‘Diseﬁo optimo exacto:7,, Modelo‘Diseﬁo optimo exacto: 7,
MIT |[1.22,3.35,8.65,24.16] MIT |[1.22,3.35,8.65,24.16]

MI [1.17,3.20,7.65,15.73,30.62,57.25] MI [1.17,3.15,7.47,16.74, 34.33, 55.99]

Tabla 5.3: Disenos éptimos exactos para estimar los pardametros y las funciones no
lineales por separado, con p = 0.01.

Para el caso de los disenos combinados, el criterio a maximizar es:

Qba(Tn) = Q* log le (Tn> + (1 - a) log ¢2(Tn)a

donde ¢ y ¢9 son los disenos céncavos que se van a combinar. En la Tabla [B.4] se
tienen los disenos éptimos combinados exactos, con o = 0.5,y p = 0.01, donde ¢;(7,)
es el criterio D-optimalidad y ¢o(7,) el criterio Dg- o L-optimalidad, segin el caso.

DD g-optimalidad DL-optimalidad
Modelo‘Diseﬁo optimo exacto:7,, Modelo‘Diseﬁo Optimo exacto:7,,
MII |[1.22,3.35,8.65,24.16] MII ][0.53,2.12,6.31,19.08]

MI  |[1.17,3.17,7.58,16.09,31.22,56.41] MI  |[0.50,1.97,5.65,12.16,25.73, 48.45]

Tabla 5.4: Disenos 6ptimos exactos combinados, usando o = 0.5, para estimar los
parametros y las funciones no lineales, con p = 0.01.

También se construyeron disenos T-Optimos exactos a partir de la maximizacién del
criterio ¢r(7,; p), bajo el supuesto de que el modelo [ es el correcto, y ©; es dado.

Or(Ts p) = Hél;nzzaz‘; [m1(ti3 ©1) = m2(ti; ©2)] [m(t55 O1) — n2(t; O2)]
i=1 j=1

= min (171 (7; ©1) = 1273 ©2)]" 71 (7) [11 (73 ©1) — 1273 ©2)] (5.4)

donde o;; es la componente (i, j) de la matriz ¥~'. El criterio anterior resulta como
una generalizacion ad hoc del criterio T-optimalidad para el caso correlacionado. Se
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hallé numéricamente los tiempos de muestreo 6ptimos, con p = 0.01, dado por: 1.91,
3.75, 8.36, 18.20, 42.904, 110.18.

Finalmente, con los criterios T-, D-, Dg- y L-optimalidad en su version correlacionada,
se puede reescribir el criterio de optimalidad propuesto bajo el supuesto de observa-
ciones independientes. Basta con reemplazar la matriz de informacion de Fisher por
su respectiva matriz en funcién de la matriz de varianzas covarianzas de los errores,

Y. Es decir,

l—a (1 1
6u(r) = alogor(rmip) + % { S logla(ri 00)| + o (i 03]

- —— {log Tr [K 17 (7 ©0) K] +1og Tr [K] I (7 02) K] )

donde I, '(7,; ;) = (Xi(Tn)TE(Tn)_lXi(Tn»71, representa la matriz de Fisher del
1-ésimo modelo cuando hay presente estructura de covarianza en los errores.

Se esta suponiendo estructura de covarianza exponencial, con p = 0.01, fijo; o = 0.5
y los mismos valores locales de los pardmetros que se han estado usando. En la Tabla
siguiente se hallan los disenos exactos obtenidos cuando se combina T-optimalidad
con - 6 con Dg,-optimalidad para la estimacion de las funciones no lineales, en su
version correlacionada, igualmente tomando p = 0.01. Ver Tabla Se presentan
eficiencias relativamente altas del diseno éptimo bajo el supuesto de observaciones
independientes con respecto al criterio de optimalidad en el caso de observaciones
correlacionadas con estructura de covarianza exponencial, al menos del 84 % en ambos
casos, TIL o TD-optimalidad.

Criterio de optimalidad Diseno éptimo Eficiencia
TL-optimalidad [1.58,3.61,8.27,18.19,36.33,50.43]  84.34%
TD-optimalidad [1.51,3.64,8.34,18.20,42.01,82.17]  89.72%

Tabla 5.5: Disenos 6ptimos exactos combinados, usando a = 0.5, para discriminar,
estimar los parametros y las funciones no lineales, con p = 0.01. Célculo de la eficiencia
del diseno aproximado respectivo.
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Conclusiones

Los disenos 6ptimos son una buena alternativa para la busqueda de puntos de toma
de muestra en diferentes areas. Inicialmente se hizo una introduccion a la teoria de los
disenos optimos, donde se presentd una version unificada de los teoremas de equiva-
lencia. También se ampliaron varios ejemplos donde se construyeron disenos optimos
para varios modelos lineales y no lineales, con los respectivos teoremas de equivalencia
se verificd que los disenos obtenidos en efecto eran los disenos éptimos.

En esta investigacién se construyé un criterio de optimalidad general, que tiene en
cuenta multiples objetivos tales como la discriminacion entre dos modelos no lineales,
la estimacién de los parametros en cada uno de los modelos y la estimacién de
funciones no lineales. El primer andlisis que se hizo fue bajo el supuesto de indepen-
dencia de las observaciones. En este caso se consideraron disenos éptimos aproximados
donde fue posible enunciar y demostrar el teorema de equivalencia asociado al criterio
propuesto. Este resultado fue usado para verificar que los disenios encontrados en efec-
to eran 6ptimos. El andlisis del criterio se hizo a partir de consideraciones particulares
con relacién a la ponderacion dada a los criterios de optimalidad individuales, aun
asi se pueden considerar otras ponderaciones, y formular y demostrar el respectivo teo-
rema de equivalencia; por ejemplo considerar como ponderacion para la estimacion de
las funciones no lineales el doble de la ponderacién usada para la estimacién del vector
de parametros. En el ejemplo de ilustracion se consideraron dos modelos anidados, sin
embargo, el criterio propuesto es valido en el caso general de modelos no anidados,
en su momento se hizo la respectiva observacién.

En el caso de estudio, para los modelos resultantes de dos modelos compartimentales,
uno de cuatro y el otro de tres compartimientos, se obtuvieron cuatro variantes del
criterio propuesto. Se encontraron disefios 6ptimos locales para cada uno de los cuatro
criterios, fijando v = 0.50, es decir, una ponderacién del 50 % para el procedimiento
de discriminacion. Se concluye, que en general, no es posible escoger un criterio de
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optimalidad entre los cuatro que cumpla con propiedades de robustez con respecto a
la eficiencia de los disenos, es decir, que el diseno éptimo construido por el respectivo
criterio tenga eficiencias altas en todos los otros criterios considerados, incluyendo
los criterios individuales de discriminacién entre los dos modelos y estimacion de los
pardametros. Cada uno de los criterios considerados tiene buenas eficiencias para dis-
criminacion cuando se compara con el respectivo criterio de discriminacién individual,
ademas de eficiencias aceptables para la estimaciéon de los parametros. Se propuso una
metodologia para encontrar disenos hibridos a partir de los disenos 6ptimos obtenidos
por cada uno de los cuatro criterios y se logré construir disenos con méas puntos de
soporte y con eficiencias competitivas con respecto a los demas criterios considerados,
los cuatro criterios combinados y los criterios individuales para estimacion y discrimi-
nacién entre los dos modelos.

Se consideraron varias distribuciones a prioris, definidas de tal forma que permitieran
analizar el efecto de la distribucion a priori sobre los disenos 6ptimos encontrados.
Mas aun, fueron usadas con el fin de analizar los cambios los disenos éptimos frente a
un posible cambio en las magnitudes de los valores locales del vector de parametros.
Se concluye, para el ejemplo en estudio, que los disenos que usan Dy-optimalidad para
discriminar y L-optimalidad para estimar las funciones no lineales, son muy parecidos
a los disenos optimos obtenidos con las distribuciones a prioris simétricas estudiadas;
es decir, para este criterio, los disenos 6ptimos obtenidos son robustos al valor local
usado, permitiendo hasta un margen de error del 6 = 15% en la especificacién del
vector de parametros. Esto no ocurre en el caso de T-optimalidad, donde el quinto
punto de soporte tiende a tener pesos pequenos comparado con los pesos de los otros
puntos de soporte.

También se analizo la eficiencia de los disenos aproximados convertidos a disenos
exactos a partir de un procedimiento de redondeo. Se mostro que estos disenos poseen
eficiencias competitivas, al menos del 85 % con respecto a los disenos exactos en el
caso de observaciones independientes, con diferentes tamanos de muestra.

Se hizo un analisis inicial de lo que ocurre con los disenos 6ptimos en el escenario
de observaciones dependientes, con una estructura de covarianza exponencial que de-
pende de un parametro p. Se hallaron los disenos éptimos con un valor fijo de p en
0.01 y se mostro que la eficiencia de los disefios aproximados en el caso independiente,
tienen una eficiencia para el caso correlacionado, de al menos un 84 %. Esto se hizo
para los casos donde se us6 para discriminar T-optimalidad y para estimacién de las
funciones no lineales ya sea IL- 6 Dg-optimalidad.

Los disenos 6ptimos aproximados se hallaron numéricamente a partir de algoritmos
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propuestos en la literatura para la obtencién de estos ( Fedorov y Hackl (1997));
adicionalmente se propuso un método alternativo para hallar los disenos optimos,
que se ha mostrado, al menos en los disenos hallados en esta tesis, ser mas rapido
que los hallados usando los algoritmos tradicionales. Con los ejemplos, para disenos
aproximados se mostro que el procedimiento alternativo funciona bien, ya que todos
los disenos obtenidos verificaron el teorema de equivalencia respectivo. Este mismo
procedimiento alternativo, fue usado para obtener los diferentes disenos exactos, y a
partir de diferentes disenos iniciales se verificd que en efecto el diseno 6ptimo obtenido
era el mismo.

Lineas de investigacion:

Disenos optimos en farmacocinética poblacional univariada. Se necesita hacer in-
vestigacion en el caso donde los parametros del modelo, por ejemplo, las tasas de
transferencia no son constantes sino que varian de individuo a individuo. Es decir,
hacer un andlisis de disenos éptimos, con los mismos objetivos: discriminacion y esti-
macion de funciones no lineales, para modelos no lineales mixtos donde el vector de
parametros tiene una distribucion conocida. Para el caso de una respuesta univariada
y estimacién del vector promedio de los parametros, ver los trabajos de Stroud et al.
(2001).

Disenos 6ptimos en farmacocinética poblacional multivariada. Se necesita hacer mas
investigacion en el caso de observaciones correlacionadas, por ejemplo generalizar el
criterio de optimalidad para el caso donde se tienen d-respuestas en cada tiempo para
cada individuo, en el caso del ejemplo estudiado, si ademas de tener la medida de la
concentracion en el compartimiento central se tiene la medida de un compartimiento
periférico. En Gueorguieva, et al. (2007) y Gueorguieva, et al. (2006) estudian disenios
optimos para el caso donde se tienen d-respuestas para un mismo individuo y los
parametros son considerados aleatorios.

Disenos 6ptimos con diferentes estructuras de covarianza. Se propone hacer un estudio
de los disenos 6ptimos con observaciones correlacionadas pero donde en la matriz de
informacion también se considere el parametro p de la matriz de covarianza. Hacer un
estudio comparativo con diferentes estructuras de covarianza, con el fin de responder
a la pregunta ;qué efectos tienen diferentes estructuras de covarianza en los disenos
optimos obtenidos?.

Disenos optimos Bayesianos. Estudiar los disenos éptimos para multiples objetivos a
partir de la construcciéon de una funcion de utilidad apropiada que reuna los diferentes
objetivos. Para el caso lineal, Spezzaferri (1988) propuso una funcién de utilidad
para discriminar entre dos modelos y estimar los parametros, usé funcién de utilidad
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cuadratica modificada.

Disenos éptimos usando medidas de no linealidad. Estudiar la forma como se ven
afectados los disenos éptimos cuando se consideran medidas de no linealidad de la
superficie esperada, como por ejemplo las medidas de curvatura asociada a los efectos
de los parametros y la medida de curvatura intrinseca. Trabajos en esta direccién son
propuestos por: O'Brien y Rawlings (1996) y més recientemente por Diamon y Goto
(2007).



Apéndice A

A.1. Algoritmo para ¢-optimalidad

Para ¢ un criterio de optimalidad céncavo y diferenciable, segin Seccién B4t con
funcién de sensibilidad asociada D(t; £).El siguiente es un algoritmo que considera las
diferentes consideraciones propuestas en Fedorov y Hackl (1997) péag. 45 — 51 para
criterios de optimalidad concavos.

Se inicia con un disefio inicial &y, tal que ¢(&y) < oo,

1. Hallar tar tal que:

+ _ < . _ 7. _ .
ty = arg qlggD(t, o) = argrtn;g{ D(t;60)}

2. hallar aé) = arg maxy, Ag ((1 —a) &+ al tJ)? siendo & ¢ una medida concentrada en

el punto tar.

3. encontrar ty y to definidos como:

ty =arg méx {-D(t;&)}, to=argmin[-D (tf;&),D (t5;&)]
teSupp(&o)

4. construir el nuevo diseno:
gl = (]- - Oéo) 60 + aogtov

04;], sitg=t§
g = L, ’ to . _
— min (ao, 1505(08%)) ,sitg =tg.

con:

5. hacer & = &1,

6. ir al paso [y continuar hasta que algin criterio de convergencia se cumpla.
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Los «’ iniciales se toman de tal forma que satisfagan la siguiente relacién:

a, = argmin —¢ [(1 — @) + aé(xy)].

En la siguiente seccion se presenta el algoritmo para el caso del diseno T-éptimo.
Difiere de los demas criterios al no involucrar el calculo de la matriz de informacion.

A.2. Algoritmo para T-optimalidad

Dado un diseno inicial &, ©Y conocido. Considere las funciones Wy (¢; &) vy Ag(&)
definidas en la seccién B pagina M5l

1. Hallar ©} = argming, fx {mr (8%;t) — n2 (O2; t)}2 déo(t),
2. hallar tar tal que:

th = ix Ua(t; &) = in {—Wy(¢;
0 argr%;agc 2( afO) argrg1>1(IJl{ 2( a§0)}7

3. hallar o = arg max, Ag ((1 —a)é+ ocﬁtar>,
4. encontrar t; y to definidos como:

t, =arg max {—Vy(t,&)}, to=argmin [—\Ilg (tg,fo) , Wy (ta,&)ﬂ ,
teSupp(&o)

5. construir el nuevo diseno:
§1 = (1 —aog)&o + @y,

046, sitg=tg
oy = , ’ to . —
— min (ao, 1505(0&;)) ,sitg =tg.

6. hacer &y = &1, y continuar sucesivamente hasta que algtn criterio de convergencia sea
satisfecho.

con:

A.3. Procedimiento alternativo

A continuacién se expone una forma genérica de las funciones consideradas para
optimizacién. En general lo que busca el procedimiento es optimizar una funcién en
2s parametros, e internamente estandarizar los ultimos s-valores con el fin de que
sumen la unidad. Al final del algoritmo se presenta un ejemplo programado en el
lenguaje R.
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1. Sea s el nimero de puntos de soporte del diseno 6ptimo, s es conocido.

2. Defina inicialmente la funcién de optimalidad donde uno de sus argumentos es
el diseno, £. Denote esta funcion por pha.

3. Defina una nueva funcién, cuyo argumento sea un vector, v, de dimensién 2 x s.
Alli estandarice las ultimas s-componentes de v, calcule el diseno zi y luego
evalue la funcion pha.

4. Por udltimo use algin optimizador para minimizar la funcién anterior.

En el siguiente ejemplo se muestra como funciona para D-optimalidad, en el caso del
modelo cuadrético, donde z € [0, 1].

#1. Se define la funcién f(x):
fx <- function(x) as.matrix(c(l,x,x"{2}))

#2. Calculo de la matriz de momentos, xi es una matriz de orden 2 x s
Mom <- function(xi)

{
x <- as.matrix(xi[1,]); w <- xi[2,]
X <- t(apply(x,1,fx)); W <- diag(w); Mom <- t(X)%*%W/i*%X
return (Mom)
}

#3. Definicién de la funcién a minimizar: -log(|M(xi)|[)
phi <- function(xi) -log(det(Mom(xi)))

#4. La funcién apropiada a minimizar: con argumento un vector de

# dimension 2s, las primeras s componentes son los puntos de

# soporte y los dltimos s son los pesos.
g <- function(dis)

{

ss <- length(dis); s <- ss/2

xi <- matrix( c( dis[1:s],dis[(s+1):ss]/sum(dis[(s+1):s8] )),ncol=s,byrow=T)
au <- phi(xi)

return(au)

}

#5. Se minimiza g:

#Valores iniciales del disefio:

disini<-c¢(0.2,0.8,0.9,0.2,0.3,0.5)

ss <-length(disini)

s <-ss/2

res <-nlminb(disini, g, lower =c(rep(0,ss)), upper = c(rep(l,ss)))
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soportexicand <- res$par[i:s] # 0.0 0.5 1.0
pesosxicand <- res$par[(s+1) :ss]/sum(res$par[(s+1):ss]) # 0.33 0.33 0.33
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B.1. Gradiente de la funcion 7q(t;0), modelo [
El gradiente de la funcién nc(t; ©) esta dado por:
ft0) =Vnl(t:0)=[AtO) ... f6(t;0)],

donde:
1. fi(t;0) = g—gi = Ay {hl(@)efelt + E?zl hjt+1(©) e)‘jt} + 01 AgExpry, siendo:
3
_ oh1(©) _ O0hj11(0) .
E — _he (Ot 01t YY) —61t Y1) Nt .
zpro 1(©)te "t + T +;( e
2. fi(t:0) = % = 91 Ag {Lalgf”e*@lt +37 [hjﬂ (©) toteMt + 7@@5912_(@)6%1 } vali-

do parai=2,...,6.

B.2. Caracteristicas de interés, modelo /.

FEn esta seccién se presentan las expresiones para el drea bajo la curva de concentracion, el
tiempo para la concentracién maxima, la concentracién maxima, y el primer tiempo donde
la concentracién alcanza un porcentaje preestablecido de la concentraciéon maxima. También
se dan las derivadas, en el caso donde las observaciones se toman en el compartimiento C.

1. Hi(©) = Area = [;" no(t; ©)dt = 030540 — _ 030540 _ Ao Ademids en este caso el

. A1A2A3 —03050¢ — Og
gradiente de H; estd dado por:

VH, =[00000 —A4/62]".

2. H3(©) = tpax, no se puede encontrar una expresién cerrada. Ho(©) se obtiene re-

solviendo numéricamente la siguiente ecuacién:

Inc(t; ©)
ot

120

— 0= 6,4, [—thl(@)e’elt + Aha(0)eM + hg(0)Aae2t + h4(0)>\36A3t] .
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En este caso el gradiente de Ho, V Ha, se halla derivando implicitamente la ecuacién

anterior y luego despejando 6%2959)’ i=1,...,6. Tomando t = t,4«, se muestra que:

OHy(©)  ~ (elhl(@)te—elt — 0, 6’18%;@ “0it (@)t 4+ 303 (‘3115791(@) M)

961 03h1(0)e=01 + 370 ) A2hiy1(©)eNt ’

o] _ Oh o\, 1 ON;

OHNO) 6, 2a(O) -tnt _ 573 [)\ Nt (ﬂ + h]+1(@)t87;) + hjﬂ(@)ewwﬂ
90; 03h1(©)e= 0t + 370 NNy (©)eNit ’

para i =2,...,06.

Las derivadas de las raices, \;, con respecto a cada uno de los pardametros, estan dadas
por las siguientes expresiones:
Para abreviar, denote por 17 = Zi#l 0i, To= (024 03+ 06)05 + 05(04 + 06);

O\ _, O\ _ A2 — )05
901 7 00y 3NF+2T N\ + T
N A2 =N (04405 +06) — 0506 O\ —A2— b3
005 N 3)\22 + 2T\ + T ’ 00, N 3)\22 + 2T\ + T
OAi _ 7)‘12 — i ('92 + 03 + 96) — 0306 O\ N *)\? -\ (95 + 93) — 005
05 3N 2T\ + T © 90 BN +2LN+ T,

Las funciones h;(©) tienen las siguientes derivadas:

Ohy(©) (A1 +603) (A1 + 05)
901 (A3 =) (A2 — A (M +61)?
Ohy(©) (A3 = A)(A2 = A1)(A1 +61) [()\1 + 93)m1 + (M +05) 2 ] Expri(j)
5, Do 3200 A 200 + 61 R
Expr1(j) = (A1 +03) (A1 + 65) {()\3 - A1) [(91 + A1) <(222 g;j) + (A2 — A1) g;\j
+(A2 — A1) (01 + A1) (gzg g;\;)}J =2,...,6

0ha(©) (A3 = A1) (A2 — A1) (M +61) [()q + 93)%‘; + (A1 +05) (w‘l + 1)} — Exprl(3)
203 (A3 = A1) (A2 — A1) (M + 61)2

Oh2(©) (A3 = A1) (A2 = A1) (A1 + 61) [()‘1 + 63) (dAl + ) (A1 + 95)8/\1} Exprl(5)
005 (A3 = A1)2(A2 — A1)2 (M1 4+ 61)2
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Oh3(©) (A2 +03)(A2 + 05)

901 (A2 —A3) (M — A2) (A2 + 601)?

Ohy(©)  —(Ar = A2)(A2 = Az) (Ao + 61) [”2 (A2 +65) + G2 (A2 + 03)} + Exp2(j)

= ) | = 274767
20, 1 = 220 — Ag) (s + 91> ’
oA oA oA
Eap2(j) = (A2 +63) (o + 65) {(Al ) [(aej - aej’) (A2 +01) + (A2 = Xg) aﬂ
O\ 0N ,
(aal a;)()\2—/\3)(/\2+91)},j:2,...,6.

Oha(©) _ —01 = A)02 = A (e +61) (32 +1) (a+05) + 2 Oz + 05)| + Bapr2(3)

005 (A1 = A2)2(A2 — A3)2(A2 + 91)

ohg(©)  —(M1 = A2)(Az = As)(A2 +61) [ 2 (A2 +065) + (% + 1) (A2 + 93)} + Expr2(5)

905 (A1 — A2)2(A2 — A3)%2 (A2 + 61)?
8h4(@) o ()\3 + 93)()\3 -+ 95)
001 a ()\2 — )\3)()\1 — )\3)()\3 + 91)2
ohy(©) (A2 =23) (A1 = A3) (A3 +61) [ (A3 +05) + G5t (A3 + 93)} = Eapr3(j) o
893' a ()\2 — )\3) ()\1 )\3) ()\3 +(91)2 J =45
Expr3(j) = (A3 + 03) (A3 + 05) {(Az — A3) ngl, - g?) (A3 +01) + (A1 = A3) gﬂ
<g§2 ‘Zf) (A1~ As) (s +91)} J=2....6.

0h4(O) _ (A2 = A3) (A1 = A3) (As + 61) [(% ) (A3 +05) + 3 a)“‘ 2 (A3 + 93)} — Expr3(3)

063 (A2 = A3)2(M — A3)?(A3 + 01)? 7

Oha(©) _ (A2 = A3) (A1 = A3) (A3 + 01) [%5 (A3 +05) + (% + 1) (A3 + 93)} — Bap3(5)

905 (A2 = A3)2 (A1 — A3)% (A3 + 61)?

3. H3(©) = no(tmax; ©), concentracién méxima. El gradiente de esta funcién estd dado
por:
VH; = { OH3 OH3 OHy 0Hz OH3 OHs }T
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donde:
0H3(©)
8 (hl(@) max 1 3 ]+1 max ])
A
oo o6: 2:: 801
OH; (©) 0 (h1(©)etmaxt) 210 (hj1(©)etmxty)
p— 1
a6, o 09, + ; 29, Xie
891 brnax 891 00
9 (h1(©)etmaxbr) _ e Ortmas < mé") ahl(@)e‘tméxel i>1
00; 00; ’ '
0 (h '+1(@)€tméx)\j) Y atméx O\, oh i+1 (9) DV
J 801 E h]+1(@) <€tmax>\] < 801 )\] tméx 805)) %TetmaXAja
j=1,2,3 i=1,...,6.
En este caso: mT“;?‘ 8%29(9), 1=1,...,6.

4. Hy(©) = Ty, 0 < k < 1, siendo T} el primer tiempo donde la concentracién en
el compartimiento C' alcanza un 100k % de su concentracién méxima. Es decir, T},
satisface:

¢ (T; ©) = kne (tmax; ©)
equivalente a:

3
hi (©) [e01 Tk ke—gltméx} +3 by (O) [eAfT’“ - ke%'tméx} —0. (B.1)
=1

Al derivar implicitamente la ecuacién [B.] con respecto a cada componente de O, se
obtienen las siguientes expresiones:

Pi(0) = —01h1 (©) e Tk 1 X1 hy (©) eM Tk + Nk (0) 2Tk 4+ Aghy (©) 37

P(0) = <Tkh1 (©) - ahl(@)> e - i <WeAka>

891 - 891
Jj=1
o [0h1(O) ot
eltmax 1 — max
+ke |: 891 hl (6) ( méx + 01 891 >:|

3
L [ 0his1(©) Ot
A tmax .]+1 . . ax
+ E ke <861 +)\]h]+1 (@) 891 )
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) on (@) Ot
. tmax 1 . a:

At it1 (9) O\ Ot .
"l&X . > .
+k§ e [ + hit1(0©) (tmaxagj + A 20, , j>2

. 8h1 (@) —01T), 3 AT 8hi+1 (@) 8)\1 .
. 11 i > .
Py(0;j) = —7% e — E e 0, + Tihe (O) 0, , ] =>2

OH4(©) 0T}, _ P(O)

90, 96, Pi(©)
0H, (0) _ B (©,7) + P4 (0,5) N
00, P (O) =

B.3. Gradiente de la funcién 7-(¢;B), modelo 17
El gradiente de la funcién ne(t;B) viene dado por:

w(t;B)" = Vnd (B) = [wi (B) ws (B) ws (B) ws (B) ],
donde:

1. SB) =71 (B)e ™ +ry (B) eMt + 13 (B) 2t

9 ori(B) _  0Jra(B)  Jr3(B)
0/ T op o6 -
3 Oro(B) _ A1 +03
© 0Bk (A+81)*

4 ors (B) — Aa+03
! 0p ()\2 +51 )2

(A1+51) <%+I{3}(j)) (A2+33)<8>\2>

87‘2(B) _ .
> o — Gt 617 J =2
ori(B) _  Ora(B)  Ors(B) -
6. 98, = 38, 28, +J > 1.
S (B _ 43, 0r1(B) |, Ora(B ors(B
7 81(31) = —tr, (B) et 4 ¢ th1 glél) + gzﬁ(l)exlt_i_ ggél)exzt_

A o0S(B
8. wy (B) = {28L 255) 1 g(B)Aa.

9. 05(B) — e*tﬂl agléjB) + 822&83) e/\115 + TQ(B)t%eAlt 4 7’3(183)75822 Aot +e )\ztaTS( )7] > 1.

[CESRCRY}
0 ) ) .
10. w; (B) = 325 %5 — S (B) Aob (. = 2,3, 4.
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B.4. Caracteristicas de interés, modelo I/

1. Gi (B) =Area= [;°nc(t;B)dt = %. El gradiente de G estd dado por:
VG =1[000—A40/37].

2. G2 (B) = tiax. Resulta como solucién numérica de la ecuacién:

onc (t; B A -
nca(t) =0= )\1 0/81 |: ﬁlrl ( ) tb + 719 (E) )\16)\175 + g (B) >\2e>\2t ,
equivalente a:
—Blrl (B) e—tﬁl =+ T2 (B) Ale)\lt + s (E) )\2€>\2t -0 (B2)

Y el gradiente de Go (B) se halla al derivar implicitamente la ecuacién B2l con
respecto a cada parametro. Se muestra facilmente que:

DenO — /B%T]_ ( ) —B1tmax + )\1,”-2( ) A1tmax + )\27"3( ) A2tmax

8T1 ( ) Bltméx _ Attmax aTQ ( ) % %
= A aﬂ] e A aﬁ] + A7 (B) tmax 85]' + 7o (B)

; ors (B) o\ o\
_ >\2tmax 3 B 2 ]B 2
(& <)\2 aﬁj + A27a3 ( )tmax aﬁ] + ( ) 8/3] >
0 (E) _ e (B8t (B) 411 (5) 1) ~ 1 e 3y 0t
0p B Deno ’
0Ga(B)  Num 5 g
9B8;  Deno’ J==

3. G3(B) = nc (tmax; B), concentracién maxima. Su gradiente asociado estd dado por:

S(B) =r (B)e_ﬁltméx + Tz(]B)e)\ltméx + r3(B)e>\2tméx'

oG (B) A (B)
ok _>\1—/\2[ (B) + 61 aﬁl]

85(153) _ —Bitmaix 87’1 (B) 8G2 (B)
78/61 =e€ ¢ |:(9,81 + 7 (B) < max ﬁl 861 >:|

drs (B)
ok

_[ors (B)
Aot 3

e max

|: 651

+ 79 (IB)

Mt { \, 0C2 (B q

B
0G3 (IB%)}
opr |-

+ 73 (B) A2
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2281 O)g
98G5 (B) AoBr [_ 75~ 95, ¢ a8 (IB%)] ;

a8 (a—XN) A — Ao (B) + 9B; 2 2.
o8 (B) __—Pitmax w B 8G2
a5, © [ op;, B Ts ]
+e [ 95 +ry (B )()\1 3 BJ + tmax 8@-)]

Aotse | 073 (B) 0G2 (B) O ,
+e [%j + 73 (B) <>\2 95, Hma"aﬁj)] j > 2.

4. G4(B) = T, 0 < k < 1 siendo T} el primer tiempo donde la concentracién en
el compartimiento C' alcanza un 100k % de su concentraciéon méxima. Es decir, T}
satisface:

C (Tk,B) = knC’ (tmé)d B) s

equivalente a que:

r1 (B) [e_ﬁlTk — ke_ﬂltméx} +7r2 (B) [eAlTk — ke’\ltméx} +r3(B) {eAQT’“ — ke)‘ztmé"} =0.
(B.3)

Al derivar implicitamente la ecuacién con respecto a cada componente de B, se
obtienen las siguientes expresiones:

Sl (B) = —617’1 (B) €_ﬁ1Tk’ + Ao (IB) 6)‘1Tk + )\27’3 (E) 6)‘2T’C
S5 (B) = e~ (m @) - B )> | et (‘9”“3) - <max 5,2 (B)> " (B))

0B 0p 0B

Mitmax | O72 (B) 90G> (B) Nata (O73 (B) Gy (B)
+ke ( Bl + 79 (B) A1 96 ) + ke (aﬂl + 73 (B) Ao 95, >

_ T ora (B ) 2T ors (B)
0B 0
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Anexos

En esta ultima parte del trabajo se anexan cuatro contribuciones que se presentaron en
diferentes eventos. Los dos primeros anexos fueron documentos editados de dos posters pre-
sentados en el congreso Moda 8, Model Oriented Data Analysis en junio de 2007; Almagro,
Espania y en el evento: First Canada and Mezico Statistics Meeting en febrero de 2008,
CIMAT, Guanajuato, Gto. México. En el primer trabajo se estudiaron disenos LL- y ID4-
Optimos para un primer modelo de compartimientos que inicialmente fue considerado. En
el segundo trabajo se reportaron algunas de las aportaciones presentadas en el capitulo [l
Los ultimos dos anexos son publicaciones hechas en la Revista Colombiana de Estadistica,
2007, sobre una introduccion a los disenos 6ptimos; y en las Memorias del XXI Foro Nacional
de Estadistica, 2007, donde se hace una exposicion somera de los disenos experimentales
optimos en un modelo de compartimientos.
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Poster session in: Moda 8
Bayesian L-optimal and D s-optimal Designs for a
Compartmental Model.

1 Introduction

We are interested in a four compartment model. The compartmental model is usually
used in pharmacokinetics. Pharmacokinetics is dedicated to the study of the time course
of substances and their relationship with an organism. A pharmacokinetic model is used
to describe the concentration of such substances into the organism over time. In this
area, practitioners are usually interested in several pharmacokinetic parameters, namely
the total clearance (C'L;), the volume of distribution (V) and the area under the curve
(auc), among others, which are related through nonlinear functions. For instance, the
total clearance is related to the dose (Do) and the area under the concentration curve
through the function: Cl, = aD—uOc, see Clark and Smith (1989) and ?. Pharmacokinetic data
is gathered for each subject over time, so the first issue is to define the optimal sampling
times in order to estimate several characteristics in the compartmental model of interest,
see Section 2. In this work, we find optimal experimental designs for a nonlinear model
arising in the last compartment, C, (for similar works see Atkinson et al. (1993), Allen
(1983), Stroud et al. (2001) and Waterhouse (2005)). The optimization is performed with
respect to various criteria which depend on the Fisher information matrix. In Section 3
we will define the Bayesian L-optimality and Bayesian D 4-optimal criteria (generalized
determinant criterion) in order to obtain optimal sampling times for estimating several
nonlinear functions of the parameters (rates of transfer) as the total area under the con-
centration curve, the maximum concentration and the time to maximum concentration
(Atkinson and Donev (1992)). Several prior distributions have been used for both criteria
and we have obtained all optimal designs by using the algorithms proposed in Fedorov
and Hackl (1997), see Section 4. All efficiencies are provided and compared.

2 The Compartmental Model

We are interested in the following four compartment model, with reversible rates in the
last two compartments: where 6;,7 = 1,...,5 are called rates of transfer.
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Figure 1: Four Compartment Model

This model has associated with the following linear system of ordinary differential equa-
tions: (@T = (01, ce ,05))

dna(0,1

% = —6577A(@7t)7

w = 9577A(@7t) - 9177D(@vt)’

WD p(0.1) — s (©.1) + Bye(©.1),
W 0215(0,t) — (05 + 04)1c (0, 1),

where 7, denotes the concentration in the compartment (x). By solving the last system,
we obtain the solution for the concentration of compartment C":

nc(0,t) = g1(0) [92(6)6_9“ +93(0)e™%" + 4(0)eF ™t + g5(0@)eF (1)
where:
91(0) = 61ig?;ﬁj&ii%@:@?;z)v 92(0) = (k<1>i§1))7(ll€c((l2)>+01)’
93(0) = (ku)i;;)_(l,i((z))ws)v 94(0) = (k(1>+0011)_(i:5(1>+95)’
-, 95(0) = (k(2>+9915)_&1(2>+95)’
EDER) = 0,0, ED + k@) = 0y + 05 + 04, Co =n4(0©,0).

We consider the following characteristics of interest:

e Area under the curve: H1(0) = [ nc(O,t)dt.



ANEXO I 3

Time to maximum concentration: Hy(0) = tynax = arg max; nc(0©,1).

e Maximum concentration: H3(0) = nc(0, tmax)-

Total rates: Hy(O) = Zg’zl 0;.

e Difference between reversible rates: H5(0©) = 65 — 03.
to 11 ot . .
Let & = be an approximate design where ¢; € [0,00), w; > 0 and
wy wp ... Wk

The purpose of this work is to obtain designs, &, that estimate all previous characteristics in
an optimal way. In what follows, K(©) denotes the matrix where the column j is the gradient
function of H;(©), f(t,0) is the gradient function associated with n¢(©,t), and M (&, ©) is the
Fisher information matrix defined by M(£,0) = [ f(t,0)fT(t,0)d¢(t). We emphasize, in this
case, that the optimal designs depend on a local value of ©. We are interested in finding optimal
designs when some prior distribution for © is known.

3 Bayesian L-optimality and D 4-optimality Criteria

We consider the following definitions:

1. The design £* is a Bayesian L-optimal design with respect to the prior distribution ,
abbreviated by L,-optimal, if:

¢ = argminE, [T (K7(€)M(0.6)K(O))]

= argrngin / Tr (KT ()M~ (6,8 K(0)) 7(6)de

It is known by applying the equivalence theorem, Fedorov and Hackl (1997), that: £* is a
L-optimal design if and only if:

vt € [0,00) Ep[fT() M (E)VKKTM (&) f(t) — Tr (K" M~ (£)K)] <0.

2. The design £* is a Bayesian D 4-optimal design with respect to a prior distribution ,
abbreviated by D sr-optimal if:

& = argmﬁinEﬂ [—log|A(@)M~'(£,0)AT (0)]]
= argmgn/—log}A(@)M—l(g,@)AT(@)\w(@)d@
Again, from the equivalence theorem: ¢* is a D gr-optimal design if and only if:
vt € [0,00) Eq [f7 (1) M7 (€) AT (AMT () AT) T AMTH() £ (0)| — K < 0;

where k' is the number of rows of A. In our case, A = K'.
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In both cases f(t), M~ (£*) and K are functions of ©. The expression on the left side is called
the variance function.

4 Results

In order to analyze the effect of the prior distribution in the optimal design for both criteria, we
consider three families of prior distributions. These families are a subset of all uniform discrete

distributions defined in some appropriate subset of R?. They vary around some local value of
0, O.

1. Symmetric Prior Distribution, denoted by S(9). The support of any member of this family
contains ©g and all combinations defined on:

Qs ={0 R’ :0 € (1+0)0}

2. Left Asymmetric Prior Distribution, denoted by LA(J). The support of any member of
this family contains © = (1 — §/2)©O¢ and all combinations defined on:

Qs = {@o}U{@ eER’:0 ¢ (1—5)@0}.

3. Right Asymmetric Prior Distribution, denoted by RA(J). The support of this family
contains © = (14 6/2)0 and all combinations defined on:

Qrrrs = {@0} U {@ eER’:0¢ (1 + 5)@0} .

In what follows, A prior distribution whose support is either ;5 or Q5 or Q7775 would be
denoted by Sws, LAms or RAwgs, respectively.

We obtain optimal design numerically in the case when O] = (1.10 2.82 2.17 0.54 1.57), and
5 € {0.10,0.12,0.14,0.16}. Also, we consider the prior distribution whose support is the set:
{60} U U66{0.10,0.12,0.1470.16} Q;s, abbreviated by mg.10 : 70.16-

We use the algorithms proposed by Fedorov and Hackl (1997), with small changes in order to
obtain the optimal designs. We check the optimality for each design by applying the equiva-
lence theorem, see Figure 2. Figure 2 shows the variance functions associated with each optimal
design for each prior distribution. Figure 3 shows the support points from optimal designs for
all prior distributions.
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Figure 2: Variance functions for the optimal designs associated with Symmetric (S),
Left Asymmetric (LA) and Right Asymmetric (RA) prior distributions by L, and D 4,-
optimality criteria.
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5 Efficiency

In order to compare both criteria we evaluate the efficiency of each criteria, defined by:
1. If £" is Lr-optimal design, then the efficiency for Lr-optimality is:

o) Bx [T (KTOM (¢, 0)K(0)]
S TR, T (KT(0)M=(€,0)K(0))]

2. If &€ is a D gr-optimal design, then the efficiency for D 4,-optimality is:

o~ B (KT OM (€ 0K ©)]
ParS) T TR IKTM- (€, ©)K]]

Table 2 shows the efficiencies for L -optimality and D 4 -optimality in the case when the support
of 7 is defined in Qys, 6 € {0.10,0.12,0.14,0.16}.

We note that the efficiencies for L, -optimality are varying around 0.95 while the efficiencies for
D gr-optimality are varying around 0.65. The efficiencies for the other prior distributions are
similar.

6 Concluding Remarks

We have found all optimal designs for both criteria, in the case when we have several prior
distributions for the parameter ©.

e The optimal weights for all L, optimal designs are similar, near 0.473, 0.194, 0.120, 0.096
and 0.117 respectively, while the support points have some changes, see Table 1.

e In L, optimal designs, the support points are varied according to the type of prior dis-
tribution used, for example, they are more dispersed in left asymmetric distributions, in
contrast with right asymmetric distributions. Similar conclusions are obtained in D 4,-
optimal designs.

e Efficiencies for both criteria are robust with respect to the prior distribution.

There is no clear advantage among the L, and D4, optimal designs. The L, optimal designs
have higher efficiencies but the D 4, optimal designs spread the sampling weights more evenly
with the added gain of potentially better data for testing lack of fit. In conclusion, it is difficult
to decide what kind of design to use, it depends on the specific problem.
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Prior Distribution Optimal Design Criterion value

0.53082 1.49323 3.07715 5.75373 11.57869
Lmo 0 89090.4003
: 0.47274 0.19403 0.12095 0.09622  0.11606

0.52961 1.48518 3.03785 5.66455 11.35624
Lo 1 102363.7000
: 0.47267 0.19303 0.11995 0.09623 0.11812

0.53004 1.48917 3.05500 5.70407 11.45228
710-10:710.16 0.47283 0.19356 0.12047 0.09615 0.11698

0.55906 1.57493 3.26268 6.11268 12.29546
Lyax 75664.1299
LAmo.10 0.47223 0.19387 0.12098 0.09647 0.116446

0.57746 1.62559 3.35416 6.28472 12.60824
Lrax 74179.0452
LAmo.1o 0.47091 0.19359 0.12089 0.09670 0.11791

50625 1.42 2.9504 522 11.1652
Liaros 0.50625 605 2.95049 5.52205 6529 91512.1946
0.47320 0.19473 0.12158 0.09607  0.11442

0.49179 1.38450 2.85950 5.34594 10.80522
LAy 16 99493.3058
0.47377 0.19468 0.12142 0.09593  0.11420

0.71468 1.60696 3.04074 5.45354 10.17686
Do o 29.7338
0.20000 0.20003 0.20002 0.19996  0.19999

0.71571 1.60316 3.05069 5.48925 10.24924
Do s 29.9543
0.20003 0.20002 0.19998 0.19999  0.19998

0.75088 1.68460 3.19464 5.72290 10.65551
D Ao 1o 29.6327
0.20000 0.20000 0.20000 0.20000  0.20000

0.71467 1.61067 3.04470 5.46797 10.21263
T0-10°70.16 0.19999 0.20002 0.19999 0.20000  0.20000

0.77760 1.74168 3.29416 5.90875 11.04067
DrArg 16 29.6997
0.20001 0.19999 0.20000 0.20001  0.19999

0.68126 1.52229 2.87722 5.14845 9.68297
DRAry 10 29.6263
00.20000 0.19992 0.20002 0.20003 0.20003

0.66086 1.48342 2.81585 5.02421 9.38277
DRAry 1 29.6707
0.19997 0.19997 0.20003 0.20003 0.20000

L 95622.1763

D 29.7340

Table 1: Optimal design for all prior distributions.

Criterion Prior 0.10 Prior 0.12 Prior 0.14 Prior 0.16 Prior 0.10: 0.16
Ly — Optimal 1.000 0.957 1.000 0.958 1.000 0.958 1.000 0.959 1.000 0.958
D g, — Optimal 0.649 1.000 0.653 1.000 0.658 1.000 0.662 1.000 0.657 1.000

Table 2: Efficiencies of L. -optimal designs and D 4.-optimal designs under symmetric
prior distributions.
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Poster Session in: First Canada and Mexico
Statistics Meeting.
Optimum Designs for the Dual-Problem
Discrimination and Nonlinear Functions Estimation
for a Compartmental Model.

1 Introduction

The compartmental model is usually used in pharmacokinetics. Pharmacokinetics is ded-
icated to the study of the time course of substances and their relationship with an organ-
ism. A pharmacokinetic model is used to describe the concentration of such substances
into the organism over time. In this area, practitioners are usually interested in several
pharmacokinetic parameters, namely the total clearance (C'L;), the volume of distribu-
tion (V) and the area under the curve (AUC'), among others, which are related through
nonlinear functions. For instance, the total clearance is related to the dose (Do) and
the area under the concentration curve through the function: Cl; = %, see Clark and
Smith (1989) and Eyzaguirre (2006). Pharmacokinetic data is gathered for each subject
over time, so the first issue is to define the optimal sampling times in order to estimate

several characteristics in the compartmental model of interest, see Section 2.

In this work, we are interested in two compartmental models, one with four components
and reversible rates of transfer and the other with three components ( see Atkinson et al.
(1993), Allen (1983), Stroud et al. (2001) and Waterhouse (2005) for similar works).
The purpose is to find optimal experimental designs for a nonlinear model arising in a
particular compartment, C, Figure 1. Optimum designs for a discrimination between
models often have very poor properties for estimation of the parameters in the chosen
model, Atkinson (2008). Here we use optimum design theory to provide designs of
known properties with a specified balance between estimation and discrimination. The
objective is obtain an optimal design in order to discriminate between both models and
estimate in optimal way several nonlinear functions of the parameters (rates of transfer)
as the total area under the concentration curve, the maximum concentration, the time to
maximum concentration and the first time where the concentration attains the 50% of the
maximum concentration (Atkinson and Donev (1992)). The optimization is performed
with respect to various criteria which depend on the Fisher information matrix. Special

1
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91 Bl
& o &
3 B Bs

66 Bs

(a) (b)

Figure 1: Two compartmental models, (a) Model I: Four-compartment model, with
reversible rates in the last three compartments, with rates of transfer 0;,i = 1,...,6, (b)
Model II: Three-compartment model, with reversible rates in the last two compartments.

attention is given to Bayesian optimal design where several prior distributions are used
and the optimal designs are obtained.

2 The Compartmental Models

We are interested in two compartmental models represented in Figure 1. The first model,
Model I, has associated the following linear system of ordinary differential equations:
(@T - (91, e ,06))

dna(t;©1) .
7 = —0ina(t;01)
dnB((Z@l) = Omc(t;01) — 0snp(t;01)
dnc(t; ©
nC(dtl) = 0na(t; O1) — (62 + 04 + 6)nc(t; O1) + 0515 (t; ©1) + O3np(t: ©1)
an(;;@l) Oanc (t: ©1) — O3np (t; ©1),

where 7).,y denotes the concentration in the compartment (). By solving the last system, we
obtain the solution for the concentration of compartment C":

M (01) = 014g [ (O1) ™ 4y (O1) M+ hg (O1) ™ + by (O1) ™|, (1)
where: (A1+63) (A +05) (Aa-+03) (o +05)
h2(01) = (A;;—All)(x?;—xll)(xiJrel)’ hs(©1) = _(/\1—>\22)(>\z—/\;23)(>\52+91)’

ha(01) = S sy, h(O1) = —ha(©1) — ha(01) — ha(©1).
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and:
Ai, i = 1,2, 3 are solutions of the cubic polynomial:

A4 A2 (0 4 03 4 04 4 05 4 06) + X (02 + 03 + 06) 05 + (04 + 06) 03) + 030505 = 0,
therefore the \;, i = 1,2, 3, satisfy:
L = Z?:l Ai = Z?:Q 0,
2. A3(A1 4+ A2) + AMAe = (02 + 03 + 05)05 + 03(04 + 06),
3. —A1A2A3 = 036565.

The model IT has associated the following linear system of ordinary differential equations:

(65 =(6 6 05 0s))

W = —Pina(t; ©2)
6“702:92) = Bina(t;02) + B3np(t: O2) — (Ba + fo)nc (£ 02)
dnBEltt;@Z) = Panc (t;©2) — Bsnp (t;O2) .

By solving the last system, we obtain the solution for the concentration of compartment C"

A
Wéf (t, @2) = )\1 0_’8;\2 1 (@2) e*ﬁlt + 79 (@2) e/\1t + 7y (@2) 6)\2t:| (2>
where:
A1+ [ A2 + [
2(©2) B+ A r3(02) B+ Ay’ r1(02) (r2 (©2) + 73 (02)),
and,

M2 =304, M+ Xo=—(f2+ F3+ Fa).

In both models, we consider the following characteristics of interest, which are nonlinear func-
tions of ©:

e Area under the curve: H1(09) = [ nk(t;09)dt or G1(09) = [;° né (t; ©9)dt.
e Time to maximum concentration: H2(09) = tL,. = argmax;nl(t;09) or G2(09) =
til = argmax; nf (¢;©9).

e Maximum concentration: Hz(09) = nl(tl ;09 or G3(09) = nH (tLL; ©9).

e First time to attains a 50% from maximum concentration: Hy(0) = T, or G4(09) =
TIL, Ty 5 satisfies: nc(To.5;0) = 0.500 (tmax; ©),
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where O and ©Y are local values for ©; and 9 respectively.

Then, we consider the general nonlinear regression model:
Y(t) =n(t,0)+e, (3)

where the random variables e are independent and normally distributed with zero mean and
constant variance 0. The function 7(¢,0) may be one of the two partially known functions
né(t; ©1) and ng(t; O3), where ©; € Q; C R and 65 € Q5 C R* are the unknown parameter
vectors.

t te ... 1y , .
Let £ = be an approximate design where ¢; € [0,00), w; > 0 and
wp wy ... Wk

>, wi = 1. t; represents the i-th sampling time and w; the frequency of observations in this time.
The purpose of this work is to obtain optimal designs, &, that:

1. Discriminate between models I and I1 and

2. estimate the vector of parameters and all previous characteristics in an optimal way.

In what follows, K(©) denotes the matrix where the column j is the gradient function of H;(©Y)
or G;(09); f(t;0) is the gradient function associated with n¢(t; ©); and the Fisher information
matrix is defined by M(&0) = [ f(t;0)f1(t;©)dé(t). We emphasize, in this case, that the
optimal designs depend on a local value of ©, (9(1) or @g. We are interested in finding local
and Bayesian optimal designs when some prior distributions for © are known. In the following
we consider the most popular criteria, I, L-optimality for estimating © and the nonlinear
functions, respectively; and to discriminate between both models. In the last case we use Dy
and T-optimality. All criteria are concave real functions of the design £, ¢(), called optimality
criterion.

3 Optimum Designs for Discriminating and Estimat-
ing Nonlinear Functions Simultaneously (DENFS)

We define the following criterion as the result of considering the geometric mean of the efficiencies
by the individuals criteria, ¢(£)/ max¢ ¢(€) and then we take the logarithm of it. With 0 < o <1,
the criterion is:

4
—log [T'r (KlTMl_l(S; ©1)K1)] —log [Tr (KzTMg_l(ﬁ; ©2)K3)]}, (4)

ba(6:0) = alogdi(€) + l‘a{plllogM1<§>\+p1210ng2<s>r

where ©7 = (@1T, @QT) and ¢1(§) denotes the discrimination Dy or T-optimality.
When o = 1, we obtain the criterion for discriminating between models, and with o = 0 we
obtain a criterion to estimate © and nonlinear functions in both models simultaneously.

A design € is called local DENFS,-optimal if it maximices 4. We denote this criterion by
L (&;0) or ¢2(€&;0), if T or De-optimality for discrimination, respectively. In T-optimality case:
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) . o 1/2
dr(€) = mine, [ {11 (t:, ©9) — n2(t;, O2)}° d€, and Do-optimality: ¢p, (&) = {%ﬁ&%} :

The next theorem gives a necessary and sufficient condition for DEN F'S,-optimality.

Theorem 3.1. A design & is a local DEN F'S,-optimal if and only if, ¥t € [0, 00),

1-— 1 1
LA OMT A + O )

AOMIUKKTM A | S5 (Mg KoK My fo(t)
Tr(KTM[1Ky) Tr(KI M, ' Ko)

D(t;&,a) = aDi () +

}—130, (5)

where Dy (t;€) = \I(;T(f;)) in T-optimality case. And in Do-optimality case; Dq (t;€) = 0.5 x

[FEOMTHE f(E) — FAEMGHE) f1(t)]. fi has the components of the gradient except those
associated with 02 and 0s; and Mi1(€) is the information matriz calculated with fi7.

The proof is an application of the known equivalence theorem in the theory of optimal designs.
See Fedorov and Hackl (1997).

We consider local and Bayesian optimal designs, so that:
1. The design £* is a local DEN FS,-optimal design, if £* = argmax¢ ¢4 (§; ©).

2. The design £* is a Bayesian DEN F'S,-optimal design with respect to a prior distribution
m of ©, abbreviated by DENF'S,, r-optimal, if:

€ = argmaxEy [0 (6:6)) = argmax / 6o (£:©)7(0)dO.

Again, from a similar equivalence theorem as 3.1: {* is a DENF'S, r-optimal design if

and only if:
el B ol 69+ LT OM A0 + o 0M; A0
ATOMUK KM ) )My K KT My fa(t) H 1<)
Tr(KT M 'Ky) Tr(KJ My ' Ks) -

In both cases fi(t), fa(t), Ml_l, M{l and K7, Ky are functions of ©. The expression on the left
side is called the variance function.

4 Results

4.1 Local Designs

In this section we obtain locally DENFS(a)-optimal designs in the cases where Dy or T-
optimality criterion are used for discriminating between the models I and II. By illustration,
we consider the local value of ©,

0y = [09,09] = [0.30 0.20 0.15 0.05 0.08 0.25, 0.40 0.28 0.10 0.30].
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Case | « Optimal Design () Optimal Value

. . . 19.541 954 .
o | 095 0.9322 3.7206 9.5987 19.5410 35.9549 67.5850 6.3384
0.1021 0.1123 0.1168 0.1511 0.2262  0.2914

0.50 0.8229 3.6806 9.6092 19.7227 36.3282 71.1595- 6.7952
. 0.1038 0.1081 0.1330 0.1548 0.2182 0.2821 '

0.75 0.7474 3.6810 9.6222 19.6769 36.3610 74.2231- 70943
' 0.1070 0.1041 0.1448 0.1593 0.2018  0.2830 '

. 7571 9. 21. 4.0914 62.
oy | 0.25 0.9783 3.7571 9.9886 8765 34.09 62.6908 7 6925
0.0938 0.1045 0.1173 0.1994 0.0915 0.3935

0.50 0.8728 3.7070 10.0933 22.8589 35.8963 62.9366 9.4076
‘ 0.0862 0.0911  0.1297  0.2262 0.0385  0.4283 ‘

0.75 0.7854 3.7187 10.1958 23.3111 37.7856 63.1089 11.0943
' 0.0804 0.0779 0.1360 0.2345 0.0156  0.4556 '

Table 1: Local DENFS(«)-optimal designs, with Dy optimality, (C); and T optimality,
(Cy) and different values of «.

The optimal designs appear in the Table 1, with o = 0.25,0.50,0.75. All designs satisfy the
respectively equivalence theorem, Figure 2.

Also we analize the a selection in order to obtain a maximum product efficiency. We find the
DENFS,-optimal design with o = 0.01 : 0.01 : 0.99 and we calculate the individuals efficiencies
for all criteria considered, see Figure 3 (a), (b), and the product efficiencies associated with the
DENFSP-optimality and DEN FS!-optimality, Figure 3 (c). In this Figure, the best a was
0.33, in both cases, and we concluding that DEN F'SP-optimality is better than DEN FSY for
all values of a.

4.2 Bayesian Optimal Designs

In order to analyze the behavior of the prior distribution in the optimal design for both crite-
ria, we consider three families of prior distributions. These families are a subset of all uniform
discrete distributions defined in some appropriate subset of RP. They vary around some local
value of ©, ©.

1. Symmetric Prior Distribution, denoted by Ss. The support of any member of this family
contains ©¢ and all combinations defined on:

Q[(;:{@GRpl@E(lié)@o}

2. Left Asymmetric Prior Distribution, denoted by LAs. The support of any member of this
family contains © = (1 — 6/2)O¢ and all combinations defined on:

Qs = {@Q}U{@ eRP:0 ¢ (1 —5)@0}
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Figure 2: Variance functions for DEN F'S,-optimality, « = 0.25, 0.50, 0.75, (a) Ds-
optimality, (b) T-optimality.

3. Right Asymmetric Prior Distribution, denoted by RAs. The support of this family con-
tains © = (14 6/2)0 and all combinations defined on:

Qrrrs = {@0} U {@ ceRP:0 ¢ (1 + (5)@0}.

Two sets of prior distributions are considered:

e m: the support of this prior distribution is contained in €; x {5}, where ©; denotes the
support associated with the prior distributions defined before in the case when © = 09 €
RS. The criterion was denoted by DEFN Sers; or DEFN SZE a; OV DEFNS,  , where
x is D or T, if the criterion to discriminate is Dy or T-optimality, respectively.

e 7y: the support of this prior is contained in €2; the set of the support points associated
with the prior distributions defined before where @Y7 = (097, ©97) € R™.

We obtained the optimal designs numerically for ©F and 6 € {0.05,0.10,0.15}, and « = 0.50.
All designs were checked for optimality using the equivalence condition from equation 6, see
Figure 4. Figure 4 shows the variance functions associated with each optimal design for each
prior distribution.

Figure 5 shows the support points from optimal designs for all prior distributions with both prior
distributions, m; and m2. We observe that in both cases, the support points are very similar.



8 ANEXO IT

[
[
w
z
i
Q
>
3
=
@
=]
=
i
0.2 4
—— EstimationM;
- --- EstimationM.
---- TDiscrimination
0.0 4
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a
oo o
2
2 06
w
Q
>
9
=
o
S 04 o
=
o
0.2 - —
—— EstimationM,
- --- EstimationM;
- DDiscrimination
0.0 o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a
1.0
0.8 4
3
& 06 ©
S e L
S -
]
°
=1
B 04+
a
0.2 1
ProduclEfﬁciencyDENFSD
- ProductEfficiencyDENFS™
0.0 53
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 3: Efficiencies of designs as «a varies, (a) DENFSL, (b) DENFSP (¢) Product
Efficiency.



ANEXO II 9

N N ™
0.0 0.0 0.0
-0.2 — -02 — -0.2 —
04 — -04 — -04 —
> > >

-0.6 — -0.6 — -0.6 —

DENFSZ DENFSD, DENFSE,

DENFSg | DENFSP, | DENFSZ,

D D D
s | [——DENFSZ o8 - DENFSP, s | |——DENFSE, .
T T T T T T T T T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figure 4: Joint plot of variance functions for bayesian DFEN F'S-optimal designs, with
prior m; and Dy-optimality for discriminating.
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4.3 Efficiency

In order to compare both criteria, in the cases when we use T and Ds-optimality respectively,
we evaluate the efficiency of each criterion, defined by:

1. Let £ be a local DEN FSP-optimal design, the efficiency for DEN FSP-optimality is:

S (€)

eDENFsg(f) = ¢D(€*)~

2. Let £* be a local DEN F'S!-optimal design, the efficiency for DEN FST-optimality is:

A

eppnrsT(§) = ST (e

3. Let £* be a bayesian DEN F ST P-optimal design, the efficiency for DEN F ST P-optimality

1S:
_ Ex [02(60)]
eppnrsp(§) = Ex, [¢2(¢5,0)]

In a similar way was defined in the case DEN F ST,

Criterion a=0.25 a = 0.50 a=0.75
local DENFSO]? — optimal 1.0000 0.9839 1.0000 0.9470 1.0000 0.8844
local DENFsg — optimal 0.9912 1.0000 0.9788 1.0000 0.9672 1.0000

Table 2: Efficiencies of local DEN FSP — optimal designs and local DEN F ST — optimal
designs.

Table 2 shows the efficiencies for local DEN FSP-optimal designs and local DEN FSI-
optimal, in the cases when o = 0.25,0.50,0.75. For example, 0.9839 represents the effi-
ciency from DENFS&25—0ptimal design with respect to DENFS(?%—optimality criterion.

The efficiencies of DENFSP — optimal designs vary around 0.98 with respect to

0.5,prior
the criterion DENF SOT5 prior’ in all prior distribution considered, while the efficiencies
of DENF 555 prior optimal designs vary between 0.94 and 0.96 with respect to the
criterion DENFSP see Table 3. The efficiencies are similar in all cases.

0.5,prior’

5 Concluding Remarks

e We define a criterion which is a balance between discrimination and nonlinear functions
estimation.

e We use and compare two possible discrimination criteria. Also, in a local case, we analize
the behaviour of the efficiencies designs in function of «.
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Criterion

S0.05

So.10

S0.15

DENFS{;s, — optimal
DENFS{ g, — optimal

1.0000 0.9481
0.9797 1.0000

1.0000 0.9558
0.9821 1.0000

1.0000 0.9640
0.9854 1.0000

LApos5

LAj.10

LAo.1s

DENFS{;; 4, — optimal
DENFS{ 5, 4, — optimal

1.0000 0.9451
0.9790 1.0000

1.0000 0.9482
0.9798 1.0000

1.0000 0.9523
0.9811 1.0000

RAg 05

RAp.10

RAj 15

DENFS;p, — optimal

1.0000 0.9452
0.9790 1.0000

1.0000 0.9480
0.9796 1.0000

1.0000 0.9512
0.9805 1.0000

DENFS{pa, — optimal

. . . D . . T
Table 3: Efficiencies of DENF So.5,prior —optimal designs and DEN F' So.s,prior

designs, where prior is S5 (symmetric), LAs (Left Asymmetric), RAs (Right Asymmetric)
with 0 = 0.05,0.10,0.15.

—optimal

. D
e In bayesian DENFSO‘E,’prior

the type of prior distribution used, for example, they are more dispersed in left asymmetric
distributions, in contrast with right asymmetric distributions.

optimal designs, the support points are varied according to

e Efficiencies for both criteria are robust with respect to the prior distribution and respect
to the discrimination criteria
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Resumen

Introducimos varios conceptos utilizados en la teorfa de disenios de expe-
rimentos 6ptimos. Definimos criterios de optimalidad utilizados en esta area
y exploramos sus propiedades. Se listan algunos resultados importantes pa-
ra encontrar disenos 6ptimos para modelos lineales y no lineales, entre ellos
teoremas de equivalencia. Finalmente se presentan algunos ejemplos tipicos
donde se aplica la teoria vista anteriormente.

Palabras clave: funcion de informacién, matriz de informacién, criterios
de optimalidad, teoremas de equivalencia, modelos de regresion no lineal.

Abstract

We introduce several concepts used in optimal experimental design. Opti-
mality criteria used in this area are defined and their properties are explored.
Some important results for finding optimal designs in linear and nonlinear
models are listed, specially equivalence theorems are formulated. Finally, we
present some examples where that theory is applied.

Key words: Information function, Information matrix, Optimality criteria,
Equivalence theorems, Nonlinear regression models.

1. Introducciéon

En muchas éreas de investigacion interesa explicar una variable respuesta, Y,

a través de k—variables explicativas, 27 = [x1, T2, ..., 2], mediante un modelo de
la forma:

Y =Y(x) =n(x,0) +¢€ (1)

aProfesor asistente. E-mail: vilopez@unalmed.edu.co. Estudiante de doctorado en Ciencias
con Orientaciéon en Probabilidad y Estadistica.
bInvestigador titular. E-mail: rramosq@cimat.mx
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siendo 7(x, #) una funcioén lineal o no lineal en el vector de pardmetros desconocido
0 € R™; y el término de error se asume que tiene media cero y varianza constante
0%, Una vez se especifica el modelo, la siguiente etapa consiste en determinar en
qué condiciones experimentales, niveles de los z;’s, se debe medir la respuesta para
obtener una mejoria en la calidad de la inferencia estadistica a un menor costo.
Esto se logra construyendo un disefio donde la eleccién de los niveles de los z;’s
y la frecuencia de medicién de la respuesta estdn regidas por algtn criterio de
optimalidad (con significado estadistico). Hay varios ejemplos practicos que han
hecho uso de los disenos 6ptimos (véase Atkinson (1996)) y existe un gran nimero
de contribuciones sobre este tema; por ejemplo, entre otros autores, Smith (1918)
encontr6 disefios para los modelos polinomiales, Kiefer (1959) introdujo explici-
tamente la nociéon de diseno 6ptimo y sus propiedades; y posteriormente realizo
muchos trabajos en el area (véase Brown et al. (1985)). También, recientemente
en los libros de Atkinson & Donev, A. N. (1992) y Pukelsheim (1993), los auto-
res hicieron un tratamiento estadistico y formal, respectivamente, de los disenos
6ptimos.

Este trabajo tiene como objetivo presentar los conceptos basicos de los disenos
optimos y, en forma general, los criterios de optimalidad, tanto en modelos lineales
como no lineales, dando mayor énfasis y extension a los primeros, ya que son
una alternativa de solucién para los modelos no lineales, por ejemplo los disenos
6ptimos locales mencionados en la seccién 3.1.

Este articulo se divide en cuatro secciones. En la siguiente secciéon se daran los
aspectos sobresalientes de los disenos 6ptimos para el modelo lineal, se definen los
criterios de optimalidad en general y se mencionan varios resultados, principalmen-
te teoremas de equivalencia para determinar optimalidad. En la tercera seccion
se estudia el caso no lineal y se definen algunos de los criterios de optimalidad
usados en la literatura. En la ultima seccién se construyen disenos 6ptimos para
dos posibles escenarios: cuando el experimentador conoce de antemano los puntos
de soporte del diseno, caso usual en disenos de experimentos (véase la seccion 4.1);
y cuando no se conocen ni los puntos de soporte ni los pesos del disefio (véase la
seccion 4.3).

2. Disenos 6ptimos para modelos lineales

Para los modelos lineales se considera que la relacion entre las N —observaciones
Y, vy x; esta dada por:

Y(z;) =07 f(z;)+e, x;€RY, HeR™

donde f = [fi,..., fm]T es un vector de m—funciones continuas linealmente in-
dependientes definidas en un conjunto compacto x, rango de regresion, y C R,
0 € R™ es un vector de m—parametros desconocidos, € es una variable alea-
toria con media cero y varianza constante o? y se asume incorrelaciéon en las
N —observaciones.

Revista Colombiana de Estadistica. En edicién (2007) 37-51



Una introduccion a los disenos dptimos ANEXO 1139

Aunado al modelo anterior, se define un disefio aproximado,

con w; = &(x;), como una medida de probabilidad definida en BB, conjunto de Borel
de x que incluye los conjuntos unitarios; tal que £ tiene soporte finito. El soporte

de £ es Supp(§) = [x1, ..., Zy,], n: namero de puntos de soporte de £, y las obser-
vaciones Y (z) se hacen en x1,...,x, con frecuencias (o pesos) aproximadamente
proporcionales a wy, ..., wy.

Para cada diseno ¢ se define la matriz de momentos:

/f )17 (@)de (o foz o

La forma de cuantificar la informacion suministrada por la matriz de momen-
tos depende de los criterios de optimalidad, definidos como aquellos que maxi-
mizan algun funcional real (con un significado estadistico) de la matriz de mo-
mentos sobre Z; clase de todos los disenos aproximados definidos en B. Es-
tos criterios de optimalidad se presentan a continuacion, siguiendo el enfoque de
Pukelsheim (1993), quien introduce la matriz de informaciéon Ck, funcién puente
que da cuenta de la “informacioén” contenida en combinaciones lineales de 6; Ck
es una funcion del conjunto de las matrices definidas no negativas de orden m,
NND(m), en el conjunto de las matrices simétricas de orden ¢, Sim(q). Con-
cluyendo con la nocién de funcién de informacién ¢. La matriz de informacion
intuitivamente mide la informacién que aporta el sistema de parametros K70,
mientras que la funcién de informacién la cuantifica por medio de un nimero real.

En las observaciones 1 y 2 se presenta lo anterior esquemaéticamente, y en la
observacion 3 se da la formulacion del problema de diseno.

Observacion 1. Se considera el caso general, cuando el investigador esta intere-
sado en la estimacion de g—combinaciones lineales de . Es decir, la estimacion
del subsistema K70, donde K € R™*? es conocida y r(K) = q.

» Sea ¢ un disefio factible para K7, es decir, C(K) C C(M(£)), C(A) es el
espacio generado por las columnas de la matriz A. Se define la matriz de
informacién como la funcion:

Ck : NND(m) — Sim(q)

tal que: Cx (M (€)) = (KTM~K)~!, A~ denota una inversa generalizada de
A.

Por notacién, A > 0siysolosi A€ NND(m); A> Bsiysolosi A—B > 0.
La matriz de informacion es homogéneamente positiva (Cx(6A) = ICk (A),
A >0, 6 > 0), superaditiva (Cx(A+ B) > Cx(A) + Cx(B), A,B > 0)
Rango(Ck) € NND(q), concava (Ck((1 — a)A +aB) > (1 — a)CK(A) +
aCk(B), A,B € NND(m), 0 < o < 1) e isotonica (A > B = Ck(A) >
Ck(B)).
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= Si K = I,,,, interesa estimar 6, y M (&) es no singular, entonces Cy(M(&)) =
M(€). Es decir, la matriz de informacion coincide con la matriz de momentos;
por esta razon en la literatura M también se llama matriz de informacion.

Observacion 2. Cuantificacion de la informaciéon suministrada para cada diseno,
ya sea por la matriz de momentos o la matriz de informacion, es definida a partir
de una funcién de valor real ¢.

Sea ¢ un funcional de valor real, ¢ : NND(q) — R. ¢ es una funcion de
informacion si es: homogéneamente positiva (¢(6C) = d¢(C), 6 > 0,C > 0),
superaditiva: ¢(C + D) > &(C) + ¢(D), no negativa: (¢(C) > 0, C > 0) y
semicontinua superiormente (los conjuntos de nivel {¢ > a} = {C € NND(q) :
#(C) > a} son cerrados para todo o € R).

Para lo que sigue ¢, denotara una funcién de informacion.

Observacion 3. Formulacion del problema de disefio.

» El problema de disefio para el sistema parametral K76 consiste en encontrar
un disefio &* que sea factible y que maximice, sobre todos los disenos &
factibles para K76, la funcién de informacién:

P(Cr (M (€))) = (K" M(&)™K)™")

Por las propiedades de ¢ y C, principalmente la semicontinuidad superior
y la compacidad de x, el maximo anterior se alcanza para algin diseno &.

s c—optimalidad. Si K = ¢, ¢ € R™*! entonces el criterio asociado se deno-
mina c—optimalidad; se puede mostrar que la tnica funcién de informacién
es la identidad: ¢(d) = J y el problema de disefno se reduce a encontrar un
disefio £* que sea factible para ¢’ y maximice la funcién de informacion:

G(Ce(M())) = Co(M(£)) = ("M (&))"

observe que el lado derecho representa el inverso de la varianza asociada al
estimador 6ptimo para c”6; luego los disefios c—o6ptimos son aquellos que
minimizan la varianza de ¢’6.

A continuacion se exhibe una clase de funciones de informacion, denominada
matriz de medias (matriz means), la cual contiene los criterios de optimalidad de
mayor popularidad.

Sea C' € NND(q), para C > 0:

)\max(C)a D = Q5
1/p
¢p(C) = {%tr(cp)} , p#0,p# +oo; (2)
(det(C))Y,  p=0;
)‘min(c)a p = —0OQ.
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Observacion 4. Anotaciones sobre los criterios ¢,—optimos.
= ¢, es funcion de informaciéon para p € [—o0, 1].

= Siun disefio £ maximiza el criterio anterior, se dice que el disefio es ¢, —6ptimo
(p € [-o0,1]).

» SiC=Cg(M()=(KTM(&)"K) 'ype {0,—1,—cc} se tienen los crite-
rios de optimalidad méas populares, version generalizada, que dependen de la
maximizacion del respectivo funcional evaluado en la matriz informacion (o
en algunos casos evaluado en la matriz de diseflo); ellos son, respectivamente,

e D—optimalidad, criterio del determinante, equivale a minimizar el vo-
lumen del elipsoide asociado a la estimacion del sistema K76, cuando
los errores son normales.

e A—optimalidad, criterio promedio, reciproco del promedio de las va-
rianzas asociado a las g—combinaciones lineales de 6, y

e F—optimalidad, criterio del valor propio, minimizacién del valor propio
mas pequeno.

El problema de optimizaciéon planteado en la observacion 3 es muy complejo;
en la préctica se hace uso de teoremas de equivalencia para verificar si un diseno
dado es ¢—optimo (Pukelsheim 1993, Atkinson & Donev, A. N. 1992). El primer
teorema de equivalencia lo demostraron Kiefer & Wolfowitz (1960); alli estable-
cieron la equivalencia entre D—optimalidad y G—optimalidad — £ es un diseno
G—6ptimo si minimiza: V€ € =,

3 Supm d$,M§ ’ CM& ;)X7

00, en otro caso.
siendo, d(z, M(¢)) = fT(x)M(€)~ f(x). Es decir, si £ minimiza la varianza mas
grande posible sobre y, rango de regresion.

Teorema 1. Teorema de Equivalencia de Kiefer- Wolfowitz.

Sea x C R* con m—wectores linealmente independientes. Un disefio & con matriz
de momentos M (&), definida positiva, es D—dptimo si y solo si & es G—dptimo si
y solo si fT(x)M (€)1 f(z) < m,Va € x siy sdlo si d(M(£)) = m.

En caso de optimalidad, fT(x;)M = f(z;) =m, &(zi) <L, Va; € Supp(€).

Por lo popular de los criterios ¢, (p € [—00, 1]), se enuncia el siguiente teorema
de equivalencia, da condiciones necesarias y suficientes para garantizar que un
disenio dado es ¢,—06ptimo.

Teorema 2. Sea ¢p, p € (—00,1], M un subconjunto convexo y compacto de

NND(m) y M(£) € M, con & factible para KT6 y matriz de informacion C =
Ck(M(€)). Entonces:
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» & es ¢p—dptimo para KT0 en M sii: 3G € M~ tal que:
THAGKCPT KTGT) < Tr(CP), YA €M (desigualdad de normalidad).

En caso de optimalidad, la igualdad se obtiene si en vez de A se coloca M wu
otra matriz M € M ¢p—0ptima para K16 en M.

» Si0< M(€) € M, entonces & es ¢pp,—ptimo para 0 en M sit: Tr(AMP~1) <
Tr(MP),YA € M.

Para p = 0 y M > 0, la condicién requerida se traduce en: Tr(AM ') <
m,VA € M, pero M es generado por las matrices de rango uno: A = f(z)f7 (z);
es suficiente verificar la condiciéon para A, y el lado izquierdo de la desigualdad es:

Te(AM ™) = Te(f(2) f T (2)M ™) = Te(fT (@) M~ f(2)) = T (2) M~ f(x)

lo cual muestra un caso particular de una de las equivalencias del Teorema 1. Existe
la version del teorema de equivalencia para F—optimalidad (p = —oo) (véase
Pukelsheim 1993). Para p = —1 (A—optimalidad), M >0y C = (KTM~1K)™!,

la condicién a verificar seré:

fAa)M P KKT"M ™ f(z) - Te(KTM™'K) <0, Vae€x (3)

3. Disenos 6ptimos para los modelos no lineales

Los modelos no lineales se pueden representar por:

Y(z) =n(x,0) +¢ (4)

donde, como en el modelo lineal, las variables explicativas 27 = [z, 2, .., 7]

varfan en un espacio de disefio compacto, Y C R¥, dotado de una oc—algebra, B,
(Borelianos en y, agregandole los conjuntos unitarios), § € © C R™, los errores
con media cero y varianza constante y 7n(x, ) es una funciéon no lineal en 6.

En el modelo 4, dado un disenio £ definido en B, se sabe que el estimador de
minimos cuadrados para 6, bajo ciertas condiciones de regularidad, es asintotica-
mente insesgado y su matriz de varianzas—covarianzas asintotica es la inversa de
la matriz:

M(&,0) = Ee [g(x,ﬁ)gT(:v,G)] = /g(:v,@)gT(x,ﬁ) dé(z)
X
donde: g(z,0) = W. Lo cual motiva el analisis de M (£,6). En la literatura
a M se le conoce como matriz de informacion, y juega el papel de la matriz de
momentos del modelo lineal, si se considerara el modelo linealizado.

La dependencia de M de 6 hace que la busqueda de disefios 6ptimos dependa
de este parametro. En forma analoga al caso lineal, se cuantifica la magnitud
de la informacién suministrada por M(,0) a partir de funcionales de esta, y
consecuentemente la maximizaciéon de alguna funciéon de informaciéon ¢, de valor
real. Para la construccion de los disefios 6ptimos existen varios enfoques; en este
trabajo se exploran los siguientes:
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3.1. Disenos 6ptimos locales

Introducidos por Chernoff (1953), son los primeros disefios que aparecieron
para el caso no lineal. Consisten en dar inicialmente un valor a priori para 6, 6,
que esté cercano al valor verdadero del parametro, luego utilizar la aproximaciéon
lineal de Taylor para 7(z,d) alrededor de 8y y construir disenos 6ptimos para el
modelo linealizado: Y*(x) = 7 g(x,0y) + ¢*. Los disefios resultantes son disefios
6ptimos locales. Varios autores han construido disenos con este enfoque; véase por
ejemplo: Ford et al. (1992), Dette et al. (2004), Dette et al. (2005), entre otros.
La construccion de disenos D—o6ptimos locales y A—6ptimos locales se explora en
los ejemplos de la seccién 4.3.

3.2. Disenos 6ptimos promediados por una distribuciéon
a priori m—enfoque Bayesiano
Este criterio hace uso del conocimiento que se tiene acerca de 6 por una dis-
tribucién a priori 7, resultando un criterio de optimalidad denominado Bayesiano.

En particular, un disefio  es D—o6ptimo Bayesiano (con respecto a la distribucion
a priori 7), para abreviar D,—o6ptimo, si maximiza:

Ey[log | M(£.0)]] = /@ log |M (¢, 6)|dx(6)

En general, un diseno es ¢p—déptimo Bayesiano con respecto a la distribucién a
priori 7, abreviado por ¢, —6ptimo, si maximiza: Eg[¢(M (€))] (Dette et al. 2003).
Ejemplos de este tipo de disefios se muestran en la secciéon 4.3.

Para D, optimalidad, se obtiene la siguiente equivalencia, generalizacion del
teorema de Kiefer y Wolfowitz:

€ es D — optimo sif E[g” (z,0) M~ (&,0)g(x,0)] <m, Vrecyx (5)

La respectiva equivalencia se obtiene para A,—optimalidad al calcular la esperan-
za, con respecto a 6, de la expresion 3:

& es A — Optimo sii
Elg" (z,0)M ' (KK"M 'g(z,0) - Te(K' M~ Y(K)] <0, Yzex (6)

donde K, M~ son funciones que dependen de 6.

4. Ejemplos

En esta seccion se presentan varios ejemplos de modelos (lineales y no linea-
les) donde el interés esta en encontrar disenios 6ptimos, ya sea que se conozcan
los puntos de soporte o no. Inicialmente se considera el caso lineal, criterios ¢,
optimales y por ultimo el caso no lineal.
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4.1. Ejemplo 1. Determinacion de los pesos 6ptimos para
un diseno dado

Este ejemplo muestra los resultados reportados por Pukelsheim & Torsney
(1991) cuando los puntos de soporte del disefio son conocidos, y luego se da una
aplicacion.

Por conveniencia se reescribe el modelo lineal de la siguiente forma:
ElYil =210, j=1,2,....,n;, i=12,...,1 (7)

con observaciones Y;; incorrelacionadas, varianza constante o2, y los | vectores de
regresion {x1,xa,...,x;} linealmente independientes y conocidos.

El objetivo es encontrar un diseno experimental £ que indique, en forma 6ptima,
el ntmero de réplicas n; que se haran en el vector de regresiéon x;, con el fin de esti-
mar K76. En términos generales, hallar un vector de pesos w’ = [wy, wa, ..., w]
que maximice la funcién de informacion:

Pp[Cr (M (w))]

donde M (w), la matriz de momentos asociada al modelo (7), es expresada como:
!
M(w) = Z il w; = XTALX
i=1

X7 = [xl To - a:l] y A, = diag(w), con la siguiente inversa generalizada
para M:
Mw)” = XT(XXT) A (X X)X
V = (XXT)"1X K, entonces la matriz de informacion es:
Or(M(w)) = (VTALV)™

A7 inversa generalizada para A,,, si todos los pesos de w no son positivos.
En el siguiente resultado se obtiene una expresién cerrada para los pesos
A—o6ptimos (p = —1) y una forma de encontrarlos recursivamente para los otros

valores de p.

Teorema 3. Sea p € (—00, 1], el vector de pesos w es ¢,—dptimo para K10 si y

solo si:
Vbii

W= —g———, parai=1,...,1 (8)
Zj:l Vv bjj
donde b1y, ...,by son los elementos de la diagonal de la matriz definida no negativa
Ix1: B=VCPHVT con C = Cx(M(w)).

Observacion 5. Si p = —1, A—optimalidad, y el sistema de interés es el vector
de pardmetros 6, entonces la funcion objetivo: ¢_1(M(w)) = [=Tr(M~*(w))] 71,
el inverso del promedio de las varianzas de los estimadores de minimos cuadrados
01,...,0,, estandarizados relativo a su tamano muestral N y a la varianza del

modelo o2.
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Aplicacion: Modelo de analisis de varianza de un factor con tres niveles:
}/7,_]:/1'7,—"6177 j:1727"'7 ni, 7’:17273

En este caso, segtin el modelo (7), 87 = [uy, po, us], ¥ = [1,0,0], & = [0, 1,0],
x3 =10,0,1]. El interés estd en conocer el nimero de réplicas en cada nivel del
factor con el fin de estimar en forma 6ptima: C'1.— Los tres efectos promedio, y
C2.— El contraste: us — u1 y po. Aplicando el teorema 3 se obtienen los pesos
¢p—06ptimos para p = —1, 0, ver tabla 1. Note que:

= Para el caso C1 los disenos 6ptimos coinciden para los dos criterios conside-
rados.

= En ambos casos, el diseio A—o6ptimo requiere la misma proporcion de ob-
servaciones en cada uno de los tres niveles del factor. Difiere con respecto
al criterio D—o6ptimo ya que en el caso C2, el diseno D—6éptimo requiere
alrededor de la mitad de las observaciones para el segundo nivel, y el resto
se reparte igualmente para los otros dos niveles.

TABLA 1: Resultados para los pesos 6ptimos disefio de un factor.

P criterio w
Caso 1. Estimacion de p -1 | A-optimalidad [1/3 1/3 1/3]

0 | D-optimalidad [1/3 1/3 1/3]
Caso 2. Estimacion de g3 — p1 y p2 | -1 | A-optimalidad [1/3 1/3 1/3]

0 | D-optimalidad  [0.251 0.498 0.251]

4.2. Ejemplo 2. Disenos 6ptimos para modelos
polinomiales

Considere inicialmente el modelo polinomial de grado 2 en el intervalo [—1, 1],
Y(@) = f7(2)0 +
donde fX(z)=[1 = 2?]y 6T =6y 61 6], x€[-11].

En el caso D—o6ptimo, se verificara a continuacién que el disefio
¢ = -1 0 1
o 1/3 1/3 1/3
es un disefio D—o6ptimo para estimar 6 (tomando K = I).

En efecto, bastara con mostrar que el diseno ¢ verifica las condiciones del
teorema 1. Primero note que su matriz de momentos es:

M(E) = / F(@) 7 () de () =
z€Supp(§)

Z 1 =z xQ}T[l z 2?]1/3=

z€{—1,0,1}

N O W
O N O
N O N
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y para x € [—1,1],

d(z,§) = fT(@)M () f(2) =

-1

2 2
22

3 0 2
1 9 9
1z a?] 310 20 | =za"—Z2”+3
2 0 2
En la figura 1 se muestra que esta funcion tiene todos sus valores por debajo
de m = 3, y en los puntos de soporte alcanza su maximo, luego & es D—o6ptimo
para estimar el vector de parametros 6.

3.0 1

2.8 -

2.6 o

2.4

2.2

2.0 +

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

X

Ficura 1: Gréafico de la funcién d(z,€).

Suponga que el interés del investigador esta en estimar la diferencia entre el
coeficiente de la potencia cuadratica y la lineal. En este caso el sistema de interés
es: KTo=[0 -1 1]6.

En la tabla 2 aparecen los resultados que se obtuvieron con los criterios D
y A optimalidad para los casos C1 y C2, y con los mismos puntos de soporte.
Observe que los disenos dados por ambos criterios, para estimar 6o — 1, reparten
en forma equitativa el ntimero de observaciones en los puntos t = —1yenz =0y
ninguna observacion para x = 1. Se presentan diferencias en los disefios 6ptimos
para la estimacion del vector de parametros; para A—optimalidad el 50% de las
observaciones se deberan tomar en x = 0, y el resto se reparte equitativamente
en los otros dos puntos, mientras que con D—optimalidad el mismo nimero de
observaciones se debera tomar en los tres puntos.

En la literatura (Pukelsheim 1993) existe la solucion para el caso general, poli-
nomios de grado d, para los disenos D—06ptimos en el intervalo [—1, 1]; los autores
usan como argumento el teorema 1, y muestran que los disenos D—6ptimos tienen
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igual peso 1/(d+ 1) en los puntos de soporte que son solucion a la ecuacion:
(1 —2%)Py(x) =0
donde Py(z) es la derivada del polinomio de Legendre de grado d.

TABLA 2: Resultados para los pesos 6ptimos para el modelo cuadratico.

p | Criterio w
Caso 1. Estimacion de 6 -1 | A-optimalidad [0.25 0.50 0.25]
D-optimalidad ~ [1/3 1/3 1/3]

Caso 2. Estimacién de 02 — 0 -1 | A-optimalidad [0.5 0.5 0.0}
D-optimalidad [0.5 0.5 0.0]

4.3. Ejemplo 3. Modelos no lineales

Como ilustracion se consideran dos modelos no lineales (Atkinson & Donev, A.
N. 1992), y se construyen disenios 6ptimos locales y usando un enfoque Bayesiano.

1. El modelo de decaimiento exponencial estd dado por:
n(z,0) = exp(—0zx), x>0

Si Ay es una buena asignaciéon para @, su matriz de informacion, la cual es un
escalar, es: M(€,600) = M(xo,60) = [, f2(x,00) dé(z), donde f(x,00) =
2on(x,0)|o=g, = —x exp(—boz).

El modelo linealizado consta de un parametro, y el diseno D—o6ptimo local

concentra toda su masa en un punto. Se vera a continuacion que el punto es:
xo = 1/6p. Sea & el disefio que tiene como punto de soporte a g, entonces:

M (&, 60) = x exp(—260x0) 9)

No es dificil mostrar que el méaximo de la ecuacion (9) se alcanza en
zo =1/60, y

d(z, &) = fT(x,00)M ™" (£0,600) f(x,600) =

M = (20p)% exp(—2(zy — 1))

[ 2 (@)do(x)

observe que d(x,&) <1,Vx >0y d(x,&) =1en x =1/, luego el disefio
que concentra su masa en 1/6y es D—o6ptimo local. Este disenio no permite
realizar pruebas de bondad de ajuste para el modelo en cuestiéon. El disenio
depende de la especificacion de g, y puede llegar a ser ineficiente si 6y esta
muy lejos del valor verdadero 6. Otra forma de hallar un diseno éptimo es a
partir de un enfoque Bayesiano, donde se incorpora el conocimiento acerca
de @ por medio de una distribucion a priori. Como ilustracién se consideran
6 distribuciones a priori discretas, uniformes en 5 puntos, y se hallaron los
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respectivos disenos D, —6ptimos para estimar 6, con las diferentes a prioris;
ver tabla 3. Lo anterior se hizo numéricamente con ayuda de algoritmos
computacionales programados en el lenguaje R (R Development Core Team
2006) usando la equivalencia 5. Los disenios D,—06ptimos obtenidos estan
formados por tres puntos de soporte, observandose variacion en las distintas
a prioris consideradas, tanto en los puntos de soporte como en sus pesos.
Atkinson & Donev, A. N. (1992, pag. 230) muestran cémo los puntos de
soporte del diseno aumentan a medida que la distribucién a priori que ellos
consideran es més dispersa.

TaBLA 3: Ejemplo de decaimiento exponencial con diferentes distribuciones a prio-

ris uniformes para 6.

Puntos de la a priori j T w*
[009 049 1 49 9] [0.156 1.503 10.998] [0.438 0.403 0.158
[010 050 1 5.0 10] [0.143 1.517 9.812] 0.432 0.420 0.148
[011 051 1 51 11] [0.132 1.536 8.812] 0.428 0.437 0.135
[0.12 052 1 52 12] [0.123 1.558 7.952] 0.424 0.455 0.121
[0.14 054 1 54 14] [0.107 1.617 6.547] 0.418 0.496 0.085
[015 055 1 55 15 [0.101 1.649 5.965] 0.416 0.521 0.063

2. Modelo de compartimientos.

Los modelos de compartimientos son de gran utilidad en farmacocinética,
utilizados, entre otras aplicaciones, para modelar el nivel de concentracién
de un medicamento en la sangre de un individuo a lo largo del tiempo. Se
considera el siguiente modelo:

0
n(x,0) = ﬁ{exp(—%x) —exp(—b1z)}, x>0, 61>6,>0 (10)
1 — 02
Asociado al trabajo biologico es de interés, ademéas de estimar el vector de
parametros 6, estimar tres cantidades que ayudan al estudio de la cinética
del medicamento en un individuo. Estas cantidades son:
a) El rea bajo la curva (AUC): g1(6) = [, n(0,z)dx = é.

b) Tiempo para la concentracion maxima: go(0) = Tmax = %.

¢) La concentracion maxima: g3(6) = n(Zmax, 9)-

La construccion de disenios o0ptimos para la estimacion de estas funciones
simultdneamente, se hara por medio de disenos A—o6ptimos locales (véase
(2), con p = —1), y disefios A—o6ptimos promediados por una distribucion a
priori uniforme. La j—ésima columna K, de K es el gradiente de funcién
no lineal g;(6), evaluada en ). Asi se asegura que el diseno 6ptimo sera
aquel que minimice el promedio de las varianzas del respectivo estimador
linealizado, es decir, aquel que minimiza:
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w| =

3
Zvar(gj(ao)) ~ % Zvar(KjTB) x KTM~Y (&K
j=1

En el caso de estudio, las primeras dos columnas de K estan dadas por:

KHO) = [0 —1/65],  Kaloo) = [Mgapmes 2oy
en forma analoga se halla la tercera columna de K. Como ilustracion, se
tomo 6F = [0.7 0.2}, y en la tabla 4 se presentan los disefios A—o6ptimos
locales obtenidos para la estimacion de las tres caracteristicas de interés
simultdneamente. También se consider6 una a priori uniforme discreta para
los siguientes cinco valores del vector de parametros 6:

© = {(0.70,0.20), (0.65, 0.15), (0.75,0.25), (0.65,0.25), (0.75,0.15)}

es decir, m(f) = 1/5, V0 € O, y en la tabla 4 se reporta el diseio A—o6ptimo
Bayesiano obtenido. Ambos disefios A—6ptimo local y A—6ptimo promedia-
do por la a priori 7, presentan pocas diferencias. Ademas en ambos casos se
verifico que el diseno hallado satisfacia las equivalencias dadas por (3) y (6),
respectivamente.

TaBLA 4: Disenios A—o6ptimos locales y promediados por la a priori 7 para el

modelo 10.
Criterio Tiempo z Pesos del disefio
A—optimalidad local [1.313  6.602] 0.276 0.724
A—optimalidad promediado por la a priori 7 :1.456 7.145: 0.269 0.731

5. Anotaciones finales

En este trabajo se presenté una motivacion inicial para el estudio de los disenos
optimos en ambos casos lineal y no lineal. Se dio el enfoque matematico de cada
uno de los criterios de optimalidad usados en la practica y se terminé presentando
algunos ejemplos tipicos. Hay gran diversidad de bibliografia en torno a este tema,
donde el estudio en esta area es factible e interesante.

En la mayoria de los articulos citados, los autores asumen que el modelo bajo
consideracion es conocido, y el valor de los parametros es desconocido. Con este
supuesto, usan criterios de optimalidad que son eficientes para la estimacion de los
parametros del modelo fijo. Sin embargo, existen aplicaciones donde la forma de
la funcién de regresion no es conocida en forma exacta, es decir, el experimentador
debe decidir, entre un conjunto de clases de funciones competitivas, cuéles de estas
describen los datos en una forma més adecuada. Como lo afirman Biedermann
et al. (2005), el problema de disefio para discriminar entre modelos no lineales
competitivos ha encontrado muy poco interés en la literatura que aquellos proble-
mas de estimacion de pardmetros. En el caso de discriminaciéon de modelos, lineal
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y no lineal, se pueden revisar los trabajos de: Atkinson & Cox (1974), Atkinson &
Fedorov (1975), Pukelsheim & Rosenberger (1993), Biswas & Chaudhuri (2002) y
Biedermann et al. (2005). Por lo anterior, esta como trabajo futuro ahondar en el
estudio de disenos 6ptimos que sean eficientes para discriminar entre modelos no
lineales anidados, ademéas de que permitan estimar en forma simultanea funciones
de los parametros.
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1. Introduccién

El propésito de este trabajo es la construccion de disefios 6ptimos para la estimacion de los
pardmetros en un modelo de cuatro compartimientos con tasas de transferencia reversibles;
ademas de diferentes funciones no lineales de éstos. Los modelos de compartimientos son
usados para el analisis de un sistema dividido en un ntimero finito de componentes, llama-
dos compartimientos. Estos modelos son de gran utilidad en farmacocinética (rama de la
farmacologia que se ocupa de la liberacion, absorcion, distribucién, metabolismo y excre-
cion de los medicamentos desde el organismo), y su interés esta en el estudio de las curvas
concentracién-tiempo de un medicamento, a partir de estos modelos.

Estamos interesados en hallar tiempos de muestreo “Optimos” con el fin de estimar, entre
otras cantidades, el area bajo la curva concentracién-tiempo (AUC) (importante en la de-
duccion de parametros farmacocinéticos como el aclaramiento -volumen de sangre o plasma
depurado de medicamento en unidad de tiempo-, el volumen de distribucion - forma en la
que un medicamento podria llegar a penetrar en tejidos y liquidos organicos- Clark y Smith
1989), el tiempo para la concentracion maxima (¢max) y la concentracion méxima (Crx).

El modelo de estudio en este trabajo, se representa mediante el siguiente esquema:

A% DY B=to (1)

Trabajo realizado con apoyos de Centro de Investigacion en Matematicas (CIMAT), México, Secretaria
de Relaciones Exteriores de México, y Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin.

2yilopez@cimat .mx

3rramosq@cimat .mX
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siendo los 0; las tasas de transferencia del medicamento de un compartimiento a otro, se
supone que la tasa del compartimiento receptor es proporcional a la concentracion en el
compartimiento fuente. En B y C se tienen tasas reversibles. Varios modelos similares, con

tasas reversibles, fueron considerados en Allen, D. M (1983), Waterhouse, T. H. (2005), y
sin tasa reversible esta el trabajo de Atkinson et. al (1993).

El esquema 1 se expresa por medio del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

DaLO) — —gon,(1,0) T = 0i10(6:©) ~0ms(t,0) + 0,
—————anc(;’ ) _ 0514(t, ©) — O1mp(t, ©) EQQ(_EZ%?_)_ = 0amp(t,0) — (05 + 04)1c (2, ©),

siendo ©F = (8, 0,, 03, 04,05) y ng: concentracién del medicamento en el compartimiento R.
Como el objetivo es estimar las cantidades de interés en el compartimiento C, se presenta

s6lo la solucién para este compartimiento:

ﬁc(t,e) — 91(@) {QQ(G)G_OIt +g3(6)6—95t +g4(@)ekgl)t + gs(e)ekgi’)t] (2)

v = %150 y 02+03+64)%—40,0, > 0y k(l), kéz) soluciones a: k2+ko (6o + 03 + 04) +60204 = 0.
Y las funciones g;(©) estan dadas por:

. 01 Cos @§2)+92l(k§1)+92 B PRONMO] k(1) k(z) i
gl(@) - 03(05—-01)(/6;1)——]6%2)5 ’ 92(9) - (k;1)+;1) (k2g2)+01) ’ 93( - <k<l)+0 )(}c(z)_‘_ej

0) = 01 =085 Q) = 05 —01 )
94( ) (k§1)+61) (k§1)+05) Y 95( ) (k§2)+01) Géz)+05)
Se denotaradn por H;(©), i = 1,2,3,4,5, las funciones asociadas al area bajo la curva de n-(¢, ©),
(AUC), tiempo para la concentracién maxima, tmsy, concentracion maxima (n(tmax, ©)), y ademas, !

la diferencia entre las tasas reversibles, (f2 — 63) y la suma de las todas las tasas, (3 6;)

2. Preliminares y Definiciones

Considere un experimento con N observaciones independientes Y;, 7 = 1,2, ..., N, en las condiciones

experimentales ¢;, modelado por

K:n(tia@)"*—ei? i:1a2>"')N7 t‘i>0’@€RP; (3)
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donde los errores ¢; se suponen independientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza

comin, o?. Un disefio aproximado
e=(H )

es una medida de probabilidad con soporte finito, es decir, las observaciones son tomadas en los
puntos de soporte t; proporcional al peso w;. Para el modelo descrito en 3, y bajo algunas suposi-
ciones de regularidad, el estimador de minimos cuadrados es asintéticamente insesgado con matriz

de covarianza asintética proporcional a la inversa de:
M(6,6) = Y uif (t,0)/7(t:0) = [ £(t,0)7(t.©)dk(®)
i=1

donde f(¢,0) = ﬂ-(f,t—g—l. En la literatura de disefios, la matriz M (£, ©) se conoce como la matriz de
informacién del disefio ¢ y un criterio de optimalidad, ¢, maximiza algGn funcional de valor real

(con algin significado estadistico) de la matriz de informacion sobre la clase de todos los disenos
aproximados (ver Pukelsheim 1993). Ejemplos de tales criterios son: ¢ (§) = In|M (§,@)|1/ P (D-
optimalidad), y ¢ (§) = {Tr [AM (&, @)—1] }—1, con A una matriz definida positiva (L-optimalidad).
El Gltimo criterio es apropiado para la estimacién de combinaciones lineales de los pardmetros, K To,

ya que equivale a minimizar el promedio de las varianzas de las combinaciones lineales estimadas,
con A = KTK. Un disefo ¢ que maximiza ¢ se dice que es ¢-Optimo para estimar ©. En este
trabajo, para la estimacion conjunta de las cantidades de interés, H;(©), funciones no lineales de
© (i = 1,2,3), y lineales (i = 4,5); se va a considerar una versién linealizada, tomando A=
KT(©)K(©), donde la columna i de K es el gradiente de H;(©). La matriz de informacion y
también, en general, K dependen de ©, una solucién es considerar un valor apriori para O, B,y
los disefios asi obtenidos se denominan locales (Chernoff 1953), adema4s si se tiene una distribucién
apriori m para ©, se define el criterio ¢ optimal promediado por la apriori , abreviado por Drs
como: ¢, () = E[¢(&,0)] = [ ¢ (£,0)dn(0). Si no hay lugar a confusion, en lo que sigue, se omite
la dependencia de © en f, K y M. Para la construccion y verificacién de que un diseno dado, &, es
#-6ptimo, en la literatura se tienen varios teoremas de equivalencia (Fedorov y Hackl 1997):

¢ es D — optimo local sif fT(#)TM~1(&)f(t) —p <0,V te0,00),

£esL — optimo local sii  fT()M~Y(E)KKTM (&) f(t) — Te(KTM~H¢)K) < 0,Vt € [0,00),

¢ es D -6ptimo sif [ [fT(t, O)M~(£,0)f(t,0)] dn(©) —p <0 Vt € [0,00).

¢ es Lp-6ptimo sii Eg [fT(t, O)M-K(©)KT(O)M™1f(t,0)— Tr(KT(@)M_lK(@))] <0,

vt € [0, 00), en todos los casos anteriores, con igualdad en los puntos de soporte del diseno éptimo.
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[=I D-optimo local L-optimo local

ol J 0,73 1, 5,45 10,10 1 [ 0,544 1471 2988 5,719 12,046 |
0 0 20 0 20 0, '20 0, 120 0,20 | 0,233 0,152 0171 D 199 0,245 |
0 a (] 20 0 20 0 20 0 20 0,2 0,215 0,124 0141 0,185 0,335 |

Apriori Dy-Optimo L -0ptimo
“ { b2o 0,20 0,20 bzof 10:473 0,194 0.121 0,096 U:IIGF

Cuadro 1: Disefios 6ptimos locales y promedla,dos por una apriori 7 con valores locales para
edeG) = (1,1 2,82 2,17 0,54 1,57), 6 = (0,5 2,82 2,17 0,54 1,57)

3. Resultados

En esta seccion se presentan los disenos 6ptimos, locales y promediados por una apriori, obtenidos
por los diferentes criterios, para la estimacion de las funciones H;(©) simultdneamente y también
para la estimacién de todas las tasas de transferencia. Se hizo un programa en R para la cons-
truccion de los disenos 6ptimos utilizando los algoritmos propuestos por Fedorov y Hackl (1997).
Como ilustracion se consideraron dos valores apriori para © y una distribucién apriori uniforme
discreta m, para © y las 32 combinaciones de los valores de éste, obtenidas al perturbar cada
componente en un 10%, es decir, cada 6; tom6 dos valores 8}, & 0,100, donde el soporte de =
es: 2 = {9 : ©=6}+0,100}, 0 6 = 96}. En el cuadro 1, se muestran los diferentes disefos
obtenidos, donde los pesos de los disefios D-6ptimos locales y D -6ptimos son iguales a 1/5, lo cual
estd acorde con la teorfa de disenos 6ptimos. Cada uno de los disenos proporcionan los tiempos de
muestreo 6ptimos y la frecuencia de la toma de muestras en cada uno de los tiempos. Se observan
diferencias de los diferentes disenos obtenidos por cada uno de los criterios. Note que los disenos
L-6ptimos locales dan un peso mayor a los puntos extremos del disenio hallado, mientras que el
disefio L,-6ptimo da un peso del 47 % al primer punto. De la Figura 1 se verifica que todos los

disenos son 6ptimos, uso directo de los teoremas de equivalencia de la seccién 2.

4. Conclusiones

Se construyeron disenos 6ptimos para la estimacién de funciones no lineales de ©, tanto locales
como promediados por una apriori, en modelos de compartimientos ttiles en farmacocinética, usan-
do L-optimalidad. Como trabajo futuro se construirdn diserios 6ptimos que permitan estimar las

cantidades de interés y también discriminen entre dos modelos de compartimientos.
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Figura 1: Gréficos para verificar ¢-optimalidad
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