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Prefacio

La funcién de verosimilitud maximizada o perfil es un método estadistico muy simple
y poderoso cominmente usado para estimar por separado un parametro de interés en
presencia de parametros de estorbo. Para este propdsito, la funcién de verosimilitud
maximizada o perfil es mucho més general que otras verosimilitudes tales como la
condicional, la marginal o la integrada, las cuales dependen de una estructura especial
del modelo de probabilidad que describe mejor al fenémeno aleatorio, y por lo tanto
son mas restrictivas.

En esta tesis, la verosimilitud maximizada o perfil es el tema central. Se revisaran
béasicamente tres aspectos de ella. Primero, se analizardan algunas criticas que ha
recibido la verosimilitud perfil y se esclarecera cuales de ellas son justificadas y cudles
no. Otro punto importante a tratar en esta tesis es la robusticidad de la funcién de
verosimilitud perfil frente a pequenos cambios en la estimacién de los parametros de es-
torbo. Para esto en este trabajo se definird una nueva funcion que sera llamada funcion
de verosimilitud perfil e-perturbada. El ultimo aspecto que se abordara en este trabajo
es mostrar como la verosimilitud perfil puede ayudar a simplificar enormemente las
inferencias sobre parametros de interés en diversos modelos propuestos. Cuando sea
posible, es preferible dar las inferencias sobre un parametro de interés de la manera
algebraicamente mas simple y clara. A manera de ejemplo se presenta el uso de la
funcion de verosimilitud perfil para hacer inferencias por separado sobre el parametro

de confiabilidad en los modelos tensién-fuerza. La verosimilitud perfil en este contexto



nunca antes se habia utilizado.

En el Capitulo 1 se revisan algunos conceptos basicos de la teoria de inferencia
estadistica paramétrica que seran utilizados a lo largo de esta tesis.

En el Capitulo 2 se evaliian algunas criticas que ha recibido la verosimilitud perfil.
Este capitulo se divide en dos secciones. La primera seccién corresponde a las criticas
injustificadas que ha recibido la funcién de verosimilitud perfil. Como se vera en esa
seccidn, las criticas son injustificadas por el uso indebido de funciones de densidad que
tienen singularidades para aproximar a la funcién de verosimilitud correcta. Asi, la
funcién de verosimilitud perfil hereda también estas singularidades y consecuentemente
los problemas asociados. Al recordar que la funcién de verosimilitud debe ser propor-
cional a una probabilidad, y por tanto esta acotada, se mostrara como la verosimilitud
perfil se libera por completo de dichos problemas. En contraste, en la segunda seccion
de este capitulo se presentan algunas criticas justificadas que ha recibido la perfil.
Como se vera alli, estas criticas estan relacionadas con la falsa precisién que la perfil
presenta en algunas situaciones. Criticas similares se pueden hacer a las verosimilitudes
marginal y condicional.

El Capitulo 3 de esta tesis trata acerca de la robusticidad de la verosimilitud perfil.
Para explorar la robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil se define a la funcion
de verosimilitud perfil e-perturbada. Se mostrard como esta funcién resulta ser una
herramienta muy 1util para evaluar si se estd en una situacién robusta o no. Gene-
ralmente las situaciones no robustas suelen ser problematicas, pero a su vez ofrecen
retos interesantes de estimacién. Un ejemplo de este caso se tiene con la estimacion
del parametro N en el modelo Binomial (N, p) bajo ciertas condiciones. Este modelo
bajo otras condiciones que se discutiran en la tesis, también puede ejemplificar un caso
robusto y sin problemas de estimacion.

Por tltimo, en el Capitulo 4 se considera en el caso de dos variables aleatorias de

interés X y Y el problema de estimacién estadistica del parametro de confiabilidad



6 = P (X <Y). Un contexto natural de este problema son los modelos tensién-fuerza.
Para ellos se muestra cémo la funcién de verosimilitud perfil de este parametro resulta
sumamente informativa y cémo a partir de ella se obtienen intervalos de verosimilitud-
confianza con buenas coberturas para 6 a través de un procedimiento sencillo. Se
aplican estas ideas a dos casos muy bésicos e importantes, ampliamente estudiados
en la literatura estadistica. El primero es cuando X y Y son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad exponencial. El

segundo caso es cuando X y Y son normales.
Las aportaciones principales de esta tesis son:

e Recordar que las funciones de verosimilitud son proporcionales a probabilidades

y por tanto deben ser acotadas.

e Presentar una versién de la funcién de verosimilitud perfil, la cual se identi-
ficara como wverosimilitud perfil e-perturbada, que sirve para explorar la robusti-
cidad de la verosimilitud perfil frente a pequenios cambios en la estimacion de los

parametros de estorbo.

e Dar para el modelo Binomial (N, p) una expresién matemadtica cerrada y simple
para aproximar el limite de la funcién de verosimilitud perfil relativa de N cuando
este parametro tiende a infinito. El valor de este limite determina la forma de la

verosimilitud perfil relativa de V.

e Exhibir las complicaciones que surgen al estimar la abundancia N de animales

usando un modelo Binomial (N, p).

e Ejemplificar cémo hacer inferencias sobre el pardmetro § = P (X < Y') de manera
muy simple en términos de intervalos de verosimilitud-confianza, a través del uso
de la verosimilitud perfil relativa de este parametro cuando X y Y son variables

aleatorias exponenciales, asi como cuando ambas son normales.



e Dar una expresién matematica cerrada con una estructura algebrdica muy simple
y sencilla para los intervalos de verosimilitud-confianza de este parametro 6 =

P(X <Y) cuando X y Y son variables exponenciales.

Las extensiones inmediatas de este trabajo son:

e Explorar la utilidad de la verosimilitud e-perturbada como herramienta para
detectar situaciones problematicas poco estables o robustas, especialmente en
situaciones donde el célculo de la verosimilitud global se deba hacer de manera

numeérica.

e Explorar el uso del modelo Binomial (N, p) para estimar abundancia de animales
en el caso donde se tenga informacion histérica abundante sobre p, con base en

otros experimentos realizados en el pasado bajo condiciones similares.

e Explorar el uso de la funcién de verosimilitud perfil para hacer inferencias so-
bre el pardmetro § = P (X <Y) cuando X y Y son variables aleatorias con
distribucién de probabilidad F' y G, no necesariamente iguales y/o cuando se
tengan observaciones censuradas. Por ejemplo, un caso de particular interés es

cuando X y Y son variables aleatorias Weibull con datos censurados.

Todos las simulaciones, calculos de funciones de verosimilitud, optimizaciones y
todas las figuras mostradas en esta tesis se realizaron con el lenguaje matricial de

programacion Matlab 7.0. en una computadora personal Pentium IV.



Capitulo 1

Conceptos estadisticos basicos

En este capitulo se revisan algunos conceptos basicos de la teoria de inferencia es-
tadistica paramétrica que seran utilizados a lo largo de esta tesis. Aqui se definen
conceptos generales como: la funcion de verosimilitud, la funciéon de verosimilitud
relativa, la aproximacién continua a la funciéon de verosimilitud y sus propiedades, in-
tervalos de verosimilitud y verosimilitud-confianza, la funciéon de verosimilitud condi-
cional, marginal, integrada, la densidad marginal posterior Bayesiana y las funciones

de verosimilitud esperada y maximizada o perfil que es el tema central de esta tesis.

1.1 Funcion de verosimilitud

Considérese una muestra de variables aleatorias discretas independientes e idénticamente
distribuidas Y = (Y1,...,Y;)" con funcién de probabilidad P (Y = y) que depende de
un nimero finito de pardmetros reales desconocidos 6 = (04, ...,0,,) € © C R™. El
espacio parametral © es la regién de valores posibles que puede tomar el vector de
parametros 0. Para resaltar que la funcién de probabilidad depende de parametros
desconocidos € se escribira P (Y = y;0).

Ronald A. Fisher (1921, pag. 24) defini6 por primera vez a la verosimilitud en el caso



de variables aleatorias discretas como una funcion del parametro 6 que es proporcional

a la probabilidad de la muestra observada P (Y = y;6),
L(0;y) < P(Y =y;0), (1.1)

donde y es un vector de observaciones, la muestra observada, y 6 puede ser un vector.

La funciéon de verosimilitud juega un papel fundamental en la inferencia estadistica.
Su rol principal es inferir sobre los parametros de la distribucion que haya sido elegida
para describir mejor al fenémeno aleatorio de interés a partir de una muestra ob-
servada. Noétese que esto es particularmente relevante después de un experimento,
cuando ya fueron observadas las variables aleatorias. Es importante notar que la
funcién de verosimilitud en (1.1) se define como proporcional y no igual, a la funcién
de probabilidad P (Y =y;60). Esto enfatiza que sélo el cociente de verosimilitudes,
LOy)/L0"y) = P(Y =y;0)/P(Y =y;0"), tiene significado, y se interpreta
como una medida de la plausibilidad de @ relativa a 6” basada en la muestra ob-
servada y. El cociente L (6';y)/ L(0";y) = k significa que el valor de 6" es k veces
més plausible que el valor de 8” en el sentido de que #" hace a la muestra observada k
veces mas probable de lo que la hace §”. Es por ello que se sugiere usar a la funcién
de verosimilitud relativa que definimos a continuacién para hacer inferencia sobre los

pardmetros del modelo probabilistico P (Y = y; ).

1.2 Funcion de verosimilitud relativa

Para que la funciéon de verosimilitud tenga una unica representacién, que no involucre
una constante arbitraria, es conveniente estandarizar a la funcién de verosimilitud
con respecto a su maximo (Sprott 2000, pag. 9). A esta funcién de verosimilitud
estandarizada se le llama funcién de verosimilitud relativa y se define como

L0y L6y

R(evy) = . - -~ ’
maxL (6:y)  L( 6;y)

(1.2)
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donde § =0 (y) es el valor del pardmetro que maximiza L (6;y) y se llama estimador de
méxima verosimilitud (emv) de 6. El emv 0 es el valor de 0 més plausible; es decir, 0 es
el valor de 6 que hace més probable a la muestra observada. Puesto que P (Y = y;6) es
una probabilidad, necesariamente esta acotada entre 0 y 1 por lo que el denominador
en (1.2) siempre existe y es finito. Asi, la funcién de verosimilitud relativa yace entre
cero y uno, 0 < R (#;y) < 1, para todo valor de 6 en el espacio parametral.

La funcién de verosimilitud relativa proporciona la plausibilidad de cualquier valor
especificado de 0 relativo al maximo verosimil 5, basada en la muestra observada y.
Valores de 6 con R (0;y) cercanos a uno son muy creibles o plausibles mientras que

valores cercanos a cero son poco creibles a la luz de la muestra observada.

1.3 Propiedades de la verosimilitud

1.3.1 Las verosimilitudes no son aditivas

A diferencia de la probabilidad, la verosimilitud no es aditiva. Esta es la principal
distincion entre verosimilitud y probabilidad. La verosimilitud es una funcién puntual
cuyo dominio es el espacio parametral y su contradominio son los niimeros reales. En
cambio la probabilidad es una funcién de conjuntos, el dominio es una sigma-dlgebra y
el contradominio es el intervalo [0, 1]. La probabilidad de la unién de conjuntos ajenos
Ay B esta bien definida, P (AU B) = P (A)+ P (B). Pero la verosimilitud de la unién
de dos valores 0, y 65 en el espacio parametral no esta definida. La unién de 6 y 605

no es un real y por tanto no puede ser argumento de una funcién de verosimilitud.

1.3.2 Combinaciéon de experimentos

Las funciones de verosimilitud combinan datos de experimentos diferentes de manera

muy simple. Como la probabilidad conjunta de eventos independientes es el producto
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de sus probabilidades individuales, entonces la funciéon de verosimilitud de 6, definida

n (1.1), basada en diferentes conjuntos de datos que provienen de eventos (experimen-
tos) independientes es el producto de las verosimilitudes individuales basadas en cada
uno de estos conjuntos de datos. Asi, el logaritmo de las verosimilitudes individuales
basadas en cada conjunto de datos independientes se combinan a través de su suma.
En particular esto significa que la forma apropiada de combinar informacion de experi-
mentos diferentes que involucran un parametro comin de interés 6 es a través de la
suma de los respectivos logaritmos de las verosimilitudes individuales y esta funcion se
maximiza para encontrar 9 el emv comtin a todos los experimentos. Nétese que cada

experimento podria involucrar a otros parametros de estorbo particulares.

1.3.3 Invarianza funcional

La invarianza funcional es una caracteristica muy conveniente de las verosimilitudes.
Significa que cualquier declaracién cuantitativa acerca de # implica una declaracion
cuantitativa correspondiente acerca de cualquier funcién uno a uno de 6, § = 6 (6),
por directa sustitucién algebrdica § = 6(0). Por ejemplo, si § > 0y 6 = logb,
entonces la verosimilitud del nuevo pardmetro 6 es R* (§;y) = R [0 = exp (0) ; y]. Como
consecuencia se tiene que el emv de § es 0 = logg. También a < 6 < b si y sélo si
loga < 6 < logb. Estas dos declaraciones son equivalentes debido a que tienen la
misma plausibilidad o incertidumbre.

La invarianza funcional de la verosimilitud es una propiedad muy ttil en la practica.
En muchos casos ocurre que el parametro 6 no es de interés principal sino que lo es otro
parametro que es funcién de 6. Por otro lado, con frecuencia un cambio en el parametro
puede simetrizar la forma de la funcién de verosimilitud. Es decir, R (d;y) puede ser
m&s simétrica, o tener una forma aproximadamente més normal, que R (0;y). Asi,
inferencias sobre § tendran una estructura mas simple, pero matematicamente equiva-

lente, que aquellas en términos de 6 ya que se “acelera” la cercania a las propiedades

12



asintéticas del emv o para la muestra pequena en cuestién, Sprott (2000, pag. 34-35).

1.4 Aproximacién continua de la funcion de verosi-
militud y la verosimilitud exacta

La funcién de verosimilitud en (1.1) se definié en términos de variables aleatorias
discretas. Sin embargo, esto no involucra una pérdida de generalidad ya que en realidad
los datos observados, y, siempre son discretos puesto que todo instrumento de medicién
tiene precision finita, y sélo pueden registrarse mediciones con un nimero finito de
decimales, Barnard y Sprott (1983).

Cuando Y; es una variable aleatoria continua, la observacion Y; = y; debe interpre-
tarse como Y; € [y; — %h; yi + %h], donde h es un ntimero positivo fijo que representa
la precision del instrumento de medicion. Entonces, para una muestra de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Y = (Y, ..., ;)" con funcién de
densidad f (y;6), la funciéon de verosimilitud de € es proporcional a la probabilidad

conjunta de la muestra observada,

- 1 1
L(b:y) o« []Pi— Fh <Yi<yi+5hio)
i=1

1
" yi+§h

- 11 / 2 F(y:0)dy. (1.3)
i=1 yz‘—§h

En lo que sigue de esta tesis, a la funcién de verosimilitud de 6 definida en (1.3) se le
llamara verosimilitud exacta de 6.

Noétese que h = 0 significa que el instrumento de medicién tiene precision infinita
y que las observaciones pueden registrarse con un numero infinito de decimales, lo
cual es imposible en la realidad. Para una variable aleatoria continua Y se tiene
que P (Y =y;0) = 0 para todo y y 6. Por ello, no se puede definir a la funcién

de verosimilitud a partir de dichas probabilidades en el caso de variables continuas.
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Si en contraste, se supone que la precision del instrumento de medicién es h > 0
entonces bajo ciertas condiciones la funcién de densidad f (y;6) podra usarse como
una aproximacién a la funcién de verosimilitud exacta (1.3). Sin embargo, si la funcién
de densidad tiene una singularidad (discontinuidad infinita) en cualquier valor de 6,
entonces maxy L (6;y), el denominador en (1.2), es infinito y entonces R(;y) en (1.2)
no estarfa definida. Este seria un caso donde la densidad f (y; ) no podria usarse para
aproximar a la funcién de verosimilitud.

Sin embargo, la aproximacion de la verosimilitud exacta, a través de una densidad,
es justificable bajo ciertas condiciones. Por el teorema de valor medio para integrales
de funciones continuas, la i-ésima integral en (1.3) es hf (y/;6) para algin punto inter-
medio y' € [y; — %h, Yi+ %h] Si f (y; 0) es aproximadamente constante en este intervalo
para todo valor plausible de 6, entonces f (y/;0) ~ f (y;6) en ese mismo intervalo. Si
esta aproximacion es adecuada para algunos o todos los i € {1,...,n} y si h no depende
de 6 entonces las correspondientes probabilidades en (1.3) pueden reemplazarse por la
funcién de densidad evaluada en el valor observado y;. En la practica, es usual que

esta aproximacion se use y sustituya a todas las probabilidades en (1.3). Esto es,

n

L(6:y) oc [T Plyi = h < Yi < ya+ 5hi0) = [T 1f (9 60) o< T f (wis0).
i=1 =1

i=1

Kalbfleisch (1985, Seccién 9.4), Edwards (1992, pag. 6, pag. 167), Lindsey (1999),
Sprott (2000, pag. 19, pdgs. 203-294), Lawless (2003, pag. 186), Meeker y Escobar
(1998, pag. 275) discuten sobre lo necesario y lo importante que es tomar en cuenta
estos argumentos. Hay que enfatizar que (1.3) no es el intento ad hoc para discretizar
una variable aleatoria continua y, con funcién de densidad f (y; ), la cual se considera
como la base para calcular la funciéon de verosimilitud. En realidad se trata de lo
opuesto, una aproximacion continua a una variable aleatoria discreta y, con funcién de
probabilidad P (Y = y;0), la cual es la base para calcular la funcién de verosimilitud.

El propésito principal de la aproximacién continua es la conveniencia matematica;
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derivadas e integrales son mas faciles de calcular que diferencias y sumas finitas.

1.5 Intervalos de verosimilitud

Una manera usual de hacer inferencia sobre un parametro de interés es a través de
intervalos o regiones de estimacion. Los intervalos de verosimilitud, o de forma mas
general de regiones de verosimilitud, indican los valores més plausibles del pardametro a
la luz de la muestra observada. Un intervalo de verosimilitud o region de verosimilitud

de nivel ¢ para 6, IV(c), se define como
IV(c)={0|R(0;y) > c},donde 0 < ¢ < 1.

Todo valor de 0 en el IV(c) tiene verosimilitud relativa igual o mayor que ¢, y todo
valor de 6 afuera, tiene verosimilitud relativa menor. Por tanto el IV(c) separa los
valores plausibles de € de los no plausibles a un nivel ¢, (Sprott, 2000, pag. 14).
Cuando 6 es unidimensional, el IV(c) se obtiene trazando una linea horizontal en la
grafica de R (6;y) a una distancia c paralela al eje cartesiano . Ademads, variando ¢ de
0 a 1 se obtiene una familia jerarquizada y anidada de intervalos de verosimilitud que
converge al emv 6 cuando c tiende a 1. El emv 6 est4 contenido en todos los intervalos
de verosimilitud puesto que R(@; y) = 1. Asi, esta familia de intervalos anidados es
equivalente a la funcién de verosimilitud completa y reproduce la grafica de R (60;y).
Un intervalo de verosimilitud por si solo no es muy informativo y por lo tanto
insuficiente para indicar el cambio en la plausibilidad de los valores de 6 adentro del
intervalo. Al menos, un intervalo de verosimilitud debe estar acompanado siempre del
valor del emv 0 para dar alguna idea de la simetria de la funcién de verosimilitud con
respecto a [ y de como cambia la plausibilidad adentro del intervalo. Se recomienda
dar al menos junto con varios intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = .036, .15, .25.
En lo posible se debe también graficar y analizar la funcién de verosimilitud relativa

completa, como se hara en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.4.1

Considérese un cierto tipo de componente electrénico que falla en cualquier instante de
tiempo. Sin embargo, los componentes no se deterioran con la edad, y la probabilidad
de falla dentro de un periodo de tiempo dado no depende de la edad del componente. Se
supone que el tiempo de vida de tales componentes sigue una distribucién exponencial
F (x;0) con funcién de densidad

1
x;0) = —exp _Z , para todo x positivo,
0 0

donde # es el tiempo de vida esperado de los componentes. El objetivo es hacer
inferencia sobre el parametro 6 basados en observaciones de tiempo de vida de los
componentes.

Supdngase que n componentes electrénicos son puestos a prueba durante periodos
de tiempo fijo T7,...,T,,. Considérese que r de estos componentes fallaron antes de
culminar sus periodos de prueba, y que los tiempos de falla observados fueron tq, ..., t,.
Asi, los (n — r) componentes restantes no fallaron durante sus periodos de prueba y
tuvieron tiempos de vida censurados 7,1, ...,7,,. Entonces, usando la aproximacion
continua de la funciéon de verosimilitud, sélo en los r componentes que fallaron, y
considerando el aporte de los (n — 7) tiempos de vida censurados se tiene que la funcién

de verosimilitud de € es

n

L(#) Hf(ti;e)] II 0-F(@s0)

i=r+1

ﬁ 1 o ti - o T;
= —exp| —— Xp | ——
LLy®P {7y )| PL77%
Li=1 =r+1
. t T n
= 0 "exp <—5), dondet:izlti—l— > T

i=r+1

Obsérvese que el emv de 6 es 0= t/r. Por tanto, la funcién de verosimilitud relativa
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de 6 que resulta es

L(6;y) (9)7" ( t t) o\ ( t )
RO)=—==|=x= exp|——=+=)=1(-0) exp|{—=+71].
(©) L(0;y) 2 0 9 (t > 0
Un ejemplo que aparece en la literatura es n = 10, con periodos de tiempo de

prueba fijo T = 81, 70, 41, 31, 31, 30, 29, 72, 60, 21 dias. De estos componentes,

siete fallaron antes de culminar su periodo de prueba, y los tiempos de falla observados
fueron t = 2, 51, 33, 27, 14, 24, 4 dias. Los tres tiempos de vida censurados fueron
Ts =72, Ty = 60 y T1p = 21, (Bartholomew, 1957 y Sprott, 2000, pdg. 23). Asi, como

r =7yt =308 entonces la funcién de verosimilitud relativa de 6 es

R(O) = (%9) . (-? + 7) | (1.4)

La Figura 1.1 muestra la gréifica de R(f) en (1.4), los intervalos de verosimilitud de
nivel ¢ = .036, .15 y .25 y la ubicacién del emv de 6, 0= 252/ 8 = 31.5. Se observa
claramente que la funcién de verosimilitud relativa de 6 es asimétrica con cola pesada
a la derecha. Esto también puede verse a partir de los intervalos de verosimilitud y de
la ubicacién del emv 0. Existe una desviacién evidente entre § y el centro geométrico

de cada intervalo, lo que da idea de la asimetria de la funcién de verosimilitud.
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Figura 1.1: Intervalos de verosimilitud.

El resumen de las inferencias en términos de verosimilitud consiste en proporcionar
el nivel de verosimilitud, el extremo inferior del intervalo, A, el emv [ y el extremo
superior B del intervalo de verosimilitud. Usualmente se dan intervalos de verosimilitud
de niveles ¢ = .036, .15 y .25 porque suelen estar asociados con niveles del 99, 95 y

90% de confianza, en el caso de que el pardmetro sea unidimensional.

Tabla 1.1. Resumen de inferencias para 6.

Nivel A [ B
c=.036 19.02 44 140.64
c=.15 22.83 44  101.80
c=.25 24.89 44  88.86

Noétese que valores de 6 < 19.02 y valores de 8 > 140.64 tienen plausibilidad muy
pequena, menor que ¢ = 0.036.

Antes de finalizar esta seccién es importante enfatizar que la verosimilitud es una
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funcién puntual y por lo tanto el nivel de plausibilidad ¢ de un intervalo de verosimilitud
no es una declaracién de la incertidumbre del intervalo. Es una declaracién acerca
de la plausibilidad relativa de cualquier punto individual adentro del intervalo, cuya

verosimilitud es mayor o igual a c.

1.6 Intervalos de verosimilitud-confianza

Supdngase que se tiene una muestra de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas Y = (Y, ..., ;)" con funcién de probabilidad P (Y = y;6), donde
es un parametro escalar desconocido. Si se tiene una muestra observada y que proviene
de la distribucién de Y con 6 fijo en un valor 6, entonces se puede calcular, a partir
de ésta muestra observada, un intervalo [A, B] para el valor verdadero 6y. Asi, los
extremos del intervalo [A, B] son variables aleatorias puesto que su valor varia cuando
cambia la muestra. Obsérvese que en principio, la distribucién de probabilidad de A y
B se puede calcular a partir de la distribucion de la variable aleatoria Y y generalmente
depende de 0. Ademéds, como el intervalo [A, B] puede variar cuando varfa la muestra
entonces éste puede algunas veces incluir y en otras no, al valor verdadero 6.

La probabilidad de cobertura de un intervalo aleatorio [A, B] es la probabilidad de

que el intervalo [A, B] incluya o cubra, el verdadero valor del parametro 6y,

La probabilidad de cobertura PC (6y) se interpreta como la fraccién de veces que el
intervalo [A, B] incluira el valor verdadero 6y en un nimero muy grande de repeticiones
de la muestra pero con el valor de 6 fijo en 6.

Kalbfleisch (1985, pag. 113) define un intervalo de confianza para 6 de la siguiente
manera. Un intervalo [A, B] se llama intervalo de confianza para 6 cuando su proba-

bilidad de cobertura no depende de 6y. Es decir, cuando el valor de PC (6y) es el
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mismo para todo valor del parametro 6. Nosotros adoptaremos esta definicién ya que
es clara, adecuada y suficiente para los objetivos de este trabajo.

La probabilidad de cobertura de un IV(c) se puede calcular a través de la dis-
tribucion de probabilidad de la estadistica de la razon de verosimilitud para un 6 fijo
en 0y, RV= —2log R (6p). Un valor particular 6, esta en el IV(c) st y sélo si R (6y) > c,
o de forma equivalente, —2log R (6y) < —2log(c). Por lo tanto, la probabilidad de
cobertura del IV(c) es

PC(6y) = Pl eIV(c);0 =0y
— P[RV < —2log(c); 0 = ). (1.5)

Muchas veces es dificil encontrar la distribucion de probabilidad exacta de RV;
sin embargo existe teoria asintdtica que suele dar una aproximacién buena a ésta dis-
tribucion en muchos casos. Bajo algunas condiciones de regularidad, la estadistica de
la razén de verosimilitud RV= —2log R () converge en distribucién a una Ji-cuadrada
con un grado de libertad para todo 6y € © C R. En este caso particular, esto equivale

a que se tenga que

lim P(RV < z;0 = 0y) = P[X(Ql) < z], para todo x positivo.

Para mayores detalles de la prueba ver Serfling (1980; pag. 155-156).

De (1.5) se tiene que P (RV < x;60 = 6,) es la probabilidad de cobertura del IV(c),
donde z = —2log (c); esto es, ¢ = exp (—x/2). Asi, si se selecciona x = q(4,1), donde
Q(a,1) €s el cuantil (1 — «) de una distribucién Ji-cuadrada con un grado de libertad,
entonces el IV(c) tiene una probabilidad de cobertura aproximada del 100 (1 — «) %,
donde ¢ = exp (—q(ml) / 2). Asi, el IV(c) también es un intervalo o regién de confianza
para el pardmetro 6 y toma consecuentemente el nombre de intervalo o region de
verosimilitud-confianza para 6.

Obsérvese en la Tabla 1.2 que los valores 2.706, 3.841 y 6.635 son los cuantiles 0.90,

0.95 y 0.99 de una distribucién Ji-cuadrada con un grado de libertad, respectivamente.
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Entonces, los IV(c) con ¢ = .258, .146 y .036 tienen una probabilidad de cobertura

aproximada del 90%, 95% y 99%, respectivamente.

Tabla 1.2. Confianza aproximada de intervalos

de verosimilitud cuando 6 es unidimensional.

(1-a) c (a1)
90 258 2.706
95 146 3.841
99 036 6.635

1.7 Estimacién por separado de parametros de in-
terés en presencia de parametros de estorbo.

Con frecuencia se tienen modelos estadisticos con varios parametros y lo que interesa
es estimar un parametro cuando se desconoce todo sobre los demas, que han recibido el
nombre de parametros de estorbo, ruido o no deseados. El problema de la estimacion
por separado de parametros de interés en presencia de los de estorbo es relevante
en la estadistica puesto que los parametros de estorbo pueden provocar un impacto
dramatico en las inferencias acerca de los parametros de interés.

Es importante resaltar que un pardmetro puede ser considerado en algunos casos
como de estorbo y en otros casos no. Por ejemplo, si se tiene una muestra de variables
normales con media y y varianza o2 y se desea estimar la media poblacional y, entonces
o es un parametro de estorbo o no deseado. En contraste, si el parametro de interés
es o, entonces ahora el parametro de estorbo es .

Supdngase que se tiene el vector de parametros § = (5, A) € R™, donde 4 es un
parametro de interés de dimensiéon mgs y A es considerado un parametro de estorbo de

dimension my, donde m = ms + my. A continuacién se presentan diferentes métodos

21



para estimar por separado a ¢ en presencia del pardmetro A de estorbo, tales como
las verosimilitudes condicional, marginal, estimada e integrada. También es comun
usar una densidad marginal posterior Bayesiana del parametro de interés para este
fin. Finalmente se presenta el concepto central de esta tesis que es la verosimilitud
maximizada o perfil.

Cabe mencionar aqui que muchas veces dos parametros desconocidos se pueden
relacionar de una manera tan estrecha y confusa que no sea posible separarlos, Sprott
(2000, pag. 50). Edwards (1992, pdg. 109) comenta que no hay razén logica para
suponer que siempre sea posible eliminar un parametro de estorbo. Sin embargo, bajo
el enfoque Bayesiano matematicamente siempre es posible eliminar los parametros de
estorbo independientemente de la asociacion o dependencia inextricable que guarden los
parametros. Lo mismo ocurre con la verosimilitud integrada. En realidad, esto es una
gran desventaja, pues las consecuencias inmediatas de aplicar de manera automética
estas herramientas son que las inferencias hechas sobre los parametros de interés pueden
estar muy alejadas de la realidad. Por ello es de vital importancia explorar siempre
el grado de asociacion y confusiéon que tengan los parametros de interés con los de

estorbo.

1.7.1 Funcion de verosimilitud condicional

Supdngase nuevamente que § es un parametro de interés y que se tiene una estadistica
t suficiente minimal para el parametro A de estorbo y que la verosimilitud se puede

factorizar de la siguiente manera

L(0,\jy) o< P(y;0,\) = P (y;6|t) P(t;0,))
XX LC (5, y) Lcres (5, )\; t) . (16)

La funcién L¢ (6;y) en (1.6) se llama funcién de verosimilitud condicional de § puesto

que se basa en la distribucién condicional de la muestra y dada la estadistica ¢ suficiente
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minimal para A\. Notese que al ser ¢ una estadistica suficiente minimal para A\, ocasiona
que el primer factor en (1.6) no dependa de A para cualquier valor especificado de .
En la préctica, el uso de la funcién de verosimilitud condicional L¢ (0;y) para
inferencias sobre ¢ depende de qué tan buena sea la factorizacién en (1.6) para separar
la informacion del parametro de interés d del de estorbo A. Esto depende de que el
factor Leyes (0,A;t) en (1.6), llamado funcién de verosimilitud condicional residual,
contenga poca informacién acerca de § cuando se desconoce A. A pesar de que esta
condicién es muy dificil de cuantificar, mas adelante se presentara una forma gréfica

de valorarla.

1.7.2 Funcion de verosimilitud marginal

Supdngase que se tiene una estadistica a ancilar (traduccion literal del inglés ancillary)
o auxiliar para el parametro A de estorbo y que la verosimilitud se puede factorizar

ahora de la siguiente manera,

L(0,X;y) oc P(y;0,A) = P(a;6) P(y;9, )\ a)
o¢ Ly (8;@) Lagres (6, A;y) - (1.7)

La funcién Ly, (0;a) en (1.7) se llama funcién de verosimilitud marginal de § puesto que
se basa en la distribucion marginal de la estadistica auxiliar a. Una estadistica es auxi-
liar para un parametro si su distribucién no depende de dicho pardmetro. Obsérvese
que a es una estadistica auxiliar para A\ para cualquier valor especificado de ¢, ya que
su distribucién en (1.7) no depende de A.

En la préctica, el uso de la funcién de verosimilitud marginal L (d;y) para in-
ferencias sobre 0 depende de qué tan buena sea la factorizacién en (1.7) para separar
la informacién del pardmetro de interés ¢ del parametro de estorbo A. Esto depende
de que el factor Lypes (6, A;y) en (1.7), llamado funcién de verosimilitud marginal

residual, contenga poca informacién acerca de § cuando se desconoce A\. Como en la
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Seccién 1.6.1, a pesar de que esta situacion es dificil de cuantificar, graficamente se

puede evaluar como se vera mas adelante.

1.7.3 Funcion de verosimilitud integrada

Este método consiste en eliminar el parametro de estorbo a través de integracion. Si se
conoce una funcion de densidad inicial, previa o a priori para el parametro de estorbo
A que dependa del pardmetro de interés § en la forma f (A;d), entonces esta densidad
previa puede multiplicarse con la funcién de verosimilitud L (d, A; y) e integrarse con
respecto a A\ para asi eliminar este parametro. Entonces se obtiene la funciéon de

verosimilitud integrada de ¢,

Li (5:y) o / P (4381 \) £ (X:6) dA, (18)

que solo depende del pardmetro de interés ¢.

Se usard la notacién P (z;a|b) cuando b tenga el nivel 16gico de variable aleatoria
y a sea un parametro fijo. Entonces esto denota la distribucién condicional de z dado
b que depende de un parametro fijo a.

La dificultad principal con este método para hacer inferencias sobre § es que depende
fuertemente de informacién inicial muy especifica, que se da a través de la densidad

previa y con la que a menudo no se cuenta.

1.7.4 Densidad marginal posterior Bayesiana

En el enfoque estadistico Bayesiano todos los parametros, de interés y de estorbo, son
considerados variables aleatorias, a diferencia del enfoque no Bayesiano de estimacion,
donde se considera que los pardmetros son fijos pero desconocidos.

Bajo el enfoque Bayesiano se especifica una funcién de densidad conjunta inicial,

previa o a priori para 0 y A en la forma f (§, \) y entonces, a través del Teorema de
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Bayes se calcula la funciéon de densidad conjunta posterior de los parametros d y A

dada la muestra observada Y = y de la siguiente manera:

F (8, Aly) oc P (yl0,A) f(6,X) o< L(6,A59) f (6, A). (1.9)

En presencia del pardmetro de estorbo A, la densidad relevante para hacer inferencias
sobre 0 es la densidad marginal posterior de ¢ dada la muetra observada Y = y.
Esta densidad marginal se calcula integrando f (J, A|y) dada en (1.9) con respecto al

parametro de estorbo A,

f<6|y>«/AP@M,A)f(é,A)dA,

y se utiliza para hacer inferencia sobre §.

1.7.5 Funcion de verosimilitud estimada

Este método consiste en reemplazar el parametro de estorbo A por A en la funcién de
verosimilitud global L (8,\;y), donde A = X (y) es algiin estimador “razonable” del
pardmetro A de estorbo, Pawitan (2001, pag 292). Asi, la funcién de verosimilitud
estimada de ¢ es

Ly (8;y) = L(6, \;y). (1.10)

Obsérvese que \ no es necesariamente el emv de A. Ademds, es importante notar aqui
que el valor del estimador A 1o depende del parametro ¢ de interés.

La funcién de verosimilitud estimada de §, Lg (d;y) en (1.10), puede interpretarse
de manera geométrica como la interseccién del hiperplano A = X con la superficie de
verosimilitud global L (6, A\;y). Es decir, si 6 y A son pardmetros unidimensionales
entonces la funciéon de verosimilitud estimada es la trayectoria sobre la funcion de
verosimilitud L (, \; y) que resulta al cortar la superficie de verosimilitud con el plano

vertical A = \, que es paralelo al eje 4.
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El problema fundamental con este método es que supone que no hay incertidumbre
alguna en la estimacion del parametro de estorbo ya que este se reemplaza por A,
cuando en realidad se desconoce por completo a dicho parametro. Asi, la funcién
de verosimilitud que se obtiene generalmente presenta un exceso de precision en las

inferencias que suele ser irreal.

1.7.6 Funcion de verosimilitud maximizada o perfil

La funcién de verosimilitud maximizada o perfil es un método estadistico muy sim-
ple y poderoso que sirve para estimar por separado un parametro de interés en pre-
sencia de parametros de estorbo. Aunque ya se habia usado antes en la literatura
estadistica por Hood y Koopmans (1953, pag. 156-1957) en el contexto de modelos
econométricos y denomindndola ‘verosimilitud concentrada’ (véase también Seber y
Wild, 2003, Seccién 2.2.3) y Box y Cox (1964) la usaron y graficaron para ayuda en
la seleccion del parametro de forma A\ de sus modelos de transformaciones. Sin em-
bargo, Sprott y Kalbfleisch (1969), por vez primera le dieron el nombre de maximizada
y la presentaron formalmente como un método general para eliminar parametros de
estorbo en Kalbfleisch y Sprott (1970). Para este propdsito, la funcién de verosimili-
tud maximizada o perfil es mucho méas general que otras verosimilitudes tales como la
condicional, la marginal o la integrada, las cuales dependen de una estructura especial
como en (1.6), (1.7) y (1.8), respectivamente, y por lo tanto son mas restrictivas.

La funcién de verosimilitud maximizada o perfil del pardmetro de interés &, Lp (9),
se define como

Lp (6;y) = Ir;%xL (5, X 9) = L[5, (6,9) ; 9], (1.11)

donde A (0,y) es el estimador de méxima verosimilitud restringido (emvr) de A para un
valor especificado de §. El emvr h) (0,y) es el valor de A que tiene mayor plausibilidad
para ese valor fijo de ¢ dada la muestra observada Y = y. Es decir, la verosimilitud

perfil de §, Lp (d;y), se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud L (J, \;y)
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sobre A pero fijando . Por tanto, en especial se tiene que el emv global de A coincidira
con el estimador restringido evaluado en el emv global 25\, N = X(g, Y).

Es importante resaltar que la funcién de verosimilitud maximizada o perfil en (1.11)
se obtiene reemplazando el parametro de estorbo A\ por P\ (0,7), que depende de ¢, en
la funcién de verosimilitud global L (d, A;y). En contraste, la funcién de verosimilitud
estimada en (1.10) se obtenia reemplazando A por A fijo en la funcién de verosimilitud
global L (4, A;y). Asi, la funcién de verosimilitud perfil de § se calcula poniendo énfasis
en una familia de estimadores puntuales de A, P\ (0,y), indicada por ¢, mientras que
la funcién de verosimilitud estimada s6lo pone énfasis en un punto fijo A, para todo
valor de §. De esta manera la funcion de verosimilitud perfil se puede ver como una
generalizacion de la verosimilitud estimada pero que rescata de manera adaptable in-
formacion que contiene la muestra sobre el parametro de estorbo para cada valor fijo
de 0 a través del emvr A (4, ).

Noétese que cuando 6 y A son parametros unidimensionales entonces la funcién
de verosimilitud global o de ambos pardmetros, L (d,);y), es una superficie en R?
cuyo dominio es el plano cartesiano correspondiente al espacio parametral A x A. Es
decir, la verosimilitud es una funcién real valuada, que esta definida para cada pareja
(0,\) € A x A. Asi, cuando uno se posiciona en un punto muy distante sobre el eje
de estorbo A, entonces la silueta o perfil que se observa de esta verosimilitud global
L (8, \;y) es justamente la funcién de verosimilitud maximizada de §. Por esta razén la
verosimilitud maximizada también recibe el nombre de perfil. A manera de ilustracién
véase la Figura 1.2, donde 6 es el parametro de interés y p es considerado el parametro

de estorbo.
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Figura 1.2: Funcién de verosimilitud perfil de 6.

A continuacién se presentan algunas propiedades importantes que tiene la funcién

de verosimilitud perfil:

1. El emv perfil de § es igual a el emv global o no restringido 5.

2. La estadistica de la razén de verosimilitud perfil,
RVP = —2log[Lp (00;y) — Lp(8;y)] = —2log Rp (30;y)

converge en distribuciéon a una Ji-cuadrada con un grado de libertad para todo
d € A C R. Los detalles de la prueba se pueden ver en Serfling (1980; 156-160).
Es importante notar que la estadistica RVP es igual a la estadistica de la razén
de verosimilitud generalizada para la hipdtesis H : 6 = gy (ver Mood, Graybill y
Boes, 1985, pag. 419 ).
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3. De lo anterior se tiene que un intervalo o regién de verosimilitud de nivel c,
obtenido a partir de la funcién de verosimilitud perfil de §, {d| Rp (§;y) > ¢},
donde 0 < ¢ < 1, también es un intervalo o region de confianza aproximada
para el parametro ¢ de interés. Cuando la dimensién de § es menor o igual que
cinco, ds < 5, entonces los IV(c) con ¢ = exp[— (ds+ 1)], exp|[—(ds +3)] y
exp [— (ds + 5)] tienen una probabilidad de cobertura aproximada del 95%, 99%
y 99.9%, respectivamente, Barndorff-Nielsen y Cox (1994, pag. 90). Nétese que
si 0 es un parametro escalar, ds = 1, entonces como se vio en la Seccién 1.5, los
intervalos de verosimilitud perfil con ¢ = .258, .146 y .036 tienen una probabilidad
de cobertura aproximada del 90%, 95% y 99%, respectivamente. Para ahondar
en el tema de calibracién de regiones de verosimilitud al aumentar la dimension

del pardmetro de interés, véase Pawitan (2004, Seccién 3.5).

4. Sea I; la matriz de informacién observada para el vector de parametros 6 =
(0,\) € R™. La entrada ij-ésima de esta matriz es

2

Uty = ~ 50,00,

log L (6;y) , para i,j=1,...m, (1.12)

0=0

donde 8 es el emv de . Sea Iz ! la matriz inversa de I; y definase a la i-ésima
i

entrada en la diagonal de Ig_ ! como {]5_ 1} . Considérese el caso que § es un

parametro unidemensional y la primera entrada del vector . En este caso la

informacion observada perfil para ¢ se define como

1
L= ——r (1.13)

-
]’71
0
La matriz ]5_ ! se suele interpretar como un estimador asintético de la matriz
de covarianza del estimador de maxima verosimilitud 6. Para algunas muestras
pequenas esta interpretacién no es necesariamente correcta, Sprott (2000, Sec-

ciones 5.7, 9.1 ), Fisher (1991, pdg. 161). Sin embargo, esta interpretaciéon es
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adecuada si la funcién de verosimilitud perfil de ¢ es simétrica y acampanada

como una densidad normal.

A menudo se puede tratar e interpretar a la funcién de verosimilitud perfil como
una verosimilitud genuina unidimensional. Esto se debe a que su expansién en series

de Taylor tiene la misma forma de una verosimilitud genuina de un solo parametro,
1 ~\ 2 =1 ~\ i &'log Rp
log Rp (6;y) = —5(&—@A%+§:ﬂ(&—® g o8 fir

i=3

96
1 © (=1) _
= Ly CR G
i=3 ’

que es una serie de potencias en la cantidad pivotal* lineal us = (5 — (5) \/I_g cuyos
coeficientes estan determinados por las “estadisticas de forma”
~ 0" IOng —i/2 .
Fl0,y)=———L"",1=3,....
00

Asi, las técnicas para la construccion de intervalos de verosimilitud-confianza y aproxi-
maxiones a la funcién de verosimilitud se pueden aplicar, de la misma forma, a las
funciones verosimilitud perfil.

A continuacién se presenta un ejemplo donde se ilustra una aplicacién de la verosimi-
litud perfil para hacer inferencia sobre un parametro de interés en presencia de otro
parametro considerado de estorbo y se compara con la verosimilitud condicional que

en este ejemplo se puede calcular para el parametro de interés.

Ejemplo 1.7.1

Considérese el modelo Binomial Negativo descrito por Fisher (1941),

0+1i—1

P@:@&@:( )ﬁa—mﬂizaﬂw

* Un pivotal ug= u (y;0) es una funcién de las observaciones y del pardmetro cuya dis-

tribucién no depende de parametros desconocidos.
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donde # > 0y 0 < p < 1. Supdngase que la frecuencia observada de X = i es
fi- El problema consiste en estimar solamente el pardmetro # cuando también p es
desconocida. En este caso, se considera que p es un parametro de estorbo o de ruido.

La funcién de verosimilitud global del vector de pardmetros (6, p) es

o0

L [Q,P; {fi}igo} x H [P(X = i;gm)]fi

=0

) ijo[(9+§_l)p"<1—p>9]
= pt(l_p)neilj (9+2—1)“7

donde t = > if; y n=>_ fi es el tamano de la muestra. Como el emv restringido de

(1.14)

p para cada valor especificado de 0 es p(0) = t/ (t + nf), se tiene que la funcién de

verosimilitud perfil de 6 es

Lo [0:{f} o) < 5O) L =50 ] (9 i 1) . (1.15)

i=0 L
En este caso, también se pueden hacer inferencias condicionales sobre el parametro
debido a la estructura de la funcion de verosimilitud. Obsérvese que t es una estadistica
suficiente para el parametro de estorbo p. Por tanto, la verosimilitud se puede factorizar

como en (1.6). Como ¢ tiene una distribuciéon Binomial Negativa,

nd+t—1

P o - ("7,

>pt(1—p)"9, t=0,...,

se tiene que la funcion de verosimilitud condicional de 6 es
) . fi
0+i—1 nd+t—1
Le [6:{fi}izo] < ]| ( Z_ ) / ( . ) (1.16)
i=0
Como se comento en la Seccion 1.6.2, el uso de la funcién de verosimilitud condi-

cional L¢ [6; { fi}iZO} en (1.16) depende de que la funcién de verosimilitud condicional

residual Lcyes [G,p; { fi}izo] x P (T =t;60,p) contenga poca informacién acerca de 6
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cuando se desconoce p. Una forma de valorarla es a través de la funcién de verosimili-
tud condicional residual perfil de 6 que se define como,

Levey [0:{fi}ino] 0 Lires [0.5(0)5 {1} 0] o (”9 e 1)ﬁ<9>t -5,

(1.17)
donde p () es el emvr de p para cada valor especificado de 6. Si esta verosimilitud fuera
completamente plana, es decir Reyesp (f) = 1 para todo 6, entonces esto indicarfa que
el factor residual no contiene informacién alguna sobre 6. Este es el caso de factores
ortogonales como en el ejemplo de la diferencia, en escala logaritmica, de las medias
de dos distribuciones Poisson presentado en Sprott (2000, pag. 50, Ejemplo 4.2.1).
Cualquier desviacion de esto se interpreta como informacion residual sobre 6.

La siguiente tabla muestra datos citados por Fisher (1941) sobre la clasificacién de

ovejas segun el nimero de garrapatas encontradas en cada una de ellas.

Tablal.3. Datos de clasificacion de ovejas.

# de garrapatas |0 |1 (2|3 [4[5]6|7|8|9 |10 | Total

# de ovejas f; 7191811318543 |0]1]2 60

La Figura 1.2 en la pag. 28, muestra a la funcién de verosimilitud global relativa,
R (0,p), correspondiente a (1.14). Noétese que cuando uno se posiciona en un punto
muy distante sobre el eje p, entonces la silueta o perfil que se observa de la superficie
de R(0,p) es justamente la funcién de verosimilitud maximizada o perfil relativa de
6. En la Figura 1.3 se muestran juntas la funcién de verosimilitud perfil relativa
Rp (0) correspondiente a (1.15), la funcién de verosimilitud condicional relativa Re (6),
correspondiente a (1.16) y la funcién de verosimilitud condicional residual perfil re-
lativa. Royesp (6) correspondiente a (1.17). Para este ejemplo de ovejas, se tiene que
la verosimilitud perfil Rp (f) y la condicional R¢ (f) no difieren mucho. Ademds, la
verosimilitud condicional residual perfil de 6, Reyesp (0), es tan solo ligeramente curva

sobre el rango de valores plausibles de 6 o equivalentemente no es informativa sobre 6.
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Figura 1.3: Funcién de verosimilitud perfil y condicional de

Cabe senalar aqui que en el caso de que la verosimilitud se pueda factorizar de
manera marginal como en (1.7), entonces, de forma andloga al ejemplo anterior, la
informacion marginal residual se puede valorar graficamente a través de la funcion de
verosimilitud marginal residual perfil.

La verosimilitud perfil es importante puesto que es un método simple mas facil de
calcular que otras alternativas para estimar por separado un parametro de interés en
presencia de parametros de estorbo. Ademds, para este propodsito, muchas veces la
verosimilitud perfil es la tinica alternativa puesto que otras formas de verosimilitud
como la condicional, la marginal o la integrada, dependen de una estructura especial
como en (1.6), (1.7) y (1.8), que no siempre se tiene. En esta tesis, la verosimilitud

perfil es el tema central.
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Capitulo 2

Criticas a la verosimilitud perfil

En este capitulo se analizaran algunas criticas que ha recibido la verosimilitud perfil

y se esclarecera cuales de ellas son justificadas y cudles no.

2.1 Criticas injustificadas a la verosimilitud perfil*

A menudo se critica a la funcién de verosimilitud perfil definida en (1.11) porque
arroja resultados extranos o poco intuitivos. Como se vera en los ejemplos descritos
en esta seccion, estos problemas generalmente se deben a que se estd usando como
funcién de verosimilitud a una funcién de densidad que tiene singularidades. Asi, la
funcién de verosimilitud perfil hereda estas singularidades y consecuentemente presenta
problemas. Sin embargo, es importante recordar que la funcién de verosimilitud en (1.1)
se define como proporcional a una probabilidad, de modo que no puede tener singula-
ridades puesto que toda probabilidad esta acotada por uno. Cuando este requisito se

toma en cuenta, se libera por completo a la verosimilitud perfil de dichos problemas.

*Montoya, Diaz-Francés y Sprott (2007)
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Ejemplo 2.1.1

Un ejemplo muy conocido es aquel en el que se considera una sola observacion y de una
distribucién normal N (A, 02). El pardmetro de interés es el de escala o y el pardmetro
de estorbo es la media A. La funcién de verosimilitud de (o, ) que se obtiene al usar

la aproximaciéon continua para Y =y es

202

L(o,\) x %exp { ! (y — )\)2} : (2.1)

Nétese que el emvr de A para cada valor especificado de o es N = X(a) = .
Entonces, la funcién de verosimilitud perfil de o que resulta de reemplazar \ por h) (o)
en (2.1) es

1
Lp(o;y) o< —.
p(o;y) pu
Esta verosimilitud perfil es proporcional a ¢!, y tiende a infinito cuando o tiende a
0. Como la funcion de verosimilitud perfil relativa de o es

Lp(o;y)

Rp(o:y) = — 229
r(73y) supLp(o;y)’

y dado que como supLp(o;y) = oo se tiene que Rp (0;y) no estd definida.
(o2
En contraste, si consideramos que la observacion y es en realidad discreta y que la
precision del instrumento de medicion es h, un niimero positivo fijo, entonces usando

(1.3) y (1.11) con A (o) =y, la funcién de verosimilitud perfil de o resulta ser

1
y+—h 1 1
Lp(o;y) / 12 — exp [——2( —y)Q} dt
y——h g 2
2
b
20

Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue (véase Dudley, 1989,
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pag. 101), tenemos que

h
i [% exp (-27) @z = [ exp (-122) 2 = VB
o—0t 7& 2 e 2

20

Entonces, definiendo Lp (0 =0,y) = /27 se elimina la discontinuidad de Lp (0,y)
en cero y asi Lp(0,y) es ahora una funcién continua. Por lo tanto, la funcién de
verosimilitud perfil relativa de o es

h
1 29 1
Rp(oyy) = N /—?@Zacchza exp (—522) dz, (2.2)
que es una funciéon de verosimilitud continua que no posee problemas de singulari-
dad. Quizas este ejemplo parezca muy artificial, pero es similar al caso cuando se
tienen mezclas no agrupadas de distribuciones normales, lo cual si se da seguido en la
practica. Noétese que en este caso la funcion de densidad tiene dos singularidades en

cada observacién.

Ejemplo 2.1.2

A manera de un ejemplo mds reciente, Berger, Liseo y Wolpert (1999) consideran
una muestra de variables aleatorias normales N(6,1) independientes e idénticamente
distribuidas X3, ..., X,, mientras que Y es otra variable aleatoria normal N (X, 03) in-
dependiente, donde o2 = exp(—n#?) < 1. El pardmetro de interés es 0 y el pardmetro
de estorbo es A. Berger et al. (1999) usan este ejemplo para criticar a la funcién de
verosimilitud perfil y sugerir que la funcién de verosimilitud integrada es una mejor
opcion para estimar por separado a 6 en presencia del pardametro de estorbo A. Este
ejemplo es un poco més general, aunque mas artificial, que la versién del Ejemplo 2.1.1
puesto que la distribucién de Y es normal.

Como en el Ejemplo 2.1.1, cuando se usa la aproximacién continua tenemos que

Aog) = y; asi la tnica observacién Y = y contribuye a la funcién de verosimilitud de
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0 basada en las X;’s con el factor 1/0y. Entonces la funcién de verosimilitud “perfil”
de 6 es proporcional a

exp [—% ;(xl — 9)2] Uie x exp(nzf) — oo, cuando § — +oo,
dependiendo del signo de & = 1/n " | x;. Berger et al. (1999) comentan que esta
verosimilitud es una verosimilitud perfil muy extrana porque crece rapido a infinito
cuando 6 tiende a +00 0 —oo, dependiendo del signo de & ( “Note that this is a very
strange ‘likelithood,” rapidly growing to infinity as 0 — oo or § — —oo, depending on
the sign of z.”).

Sin embargo, si se considera la precision finita del instrumento de medicién, la

funcién de verosimilitud perfil de 6 que resulta de usar (2.2) es
h

Lp(0;x1,...,2,,y) x exp(nzh)oy /229 exp (—%22) dz, (2.3)

209
donde oy = exp(—%n@Q) < 1, por suposicién inicial.
Por otro lado, Berger et al. (1999) eliminan al pardmetro de estorbo A integrando
con respecto a A la funcién de densidad de Y, N(A,02), obteniendo la funcién de

verosimilitud integrada uniforme de 6,

LY(6) o exp —%n (z — 6’)2] x exp(nzd)o,. (2.4)

En esencia, esto implica suponer una distribucién inicial uniforme impropia para A,
—00 < A < oo. Noétese que el mismo resultado (2.4) se obtendria si se integrara la
densidad conjunta con respecto a la variable aleatoria Y, de manera que (2.4) se puede
ver también como una verosimilitud marginal. Parael cason =1,z =1, yy =0, la
Figura 2.1 muestra algunos ejemplos de como cambios en la precisién h del instrumento
de medicion afectan a las funciones de verosimilitud perfil relativa de 6.

De hecho, en este ejemplo la funcién de verosimilitud perfil relativa Lp en (2.3)

incluye a la verosimilitud integrada en (2.4) como un caso especial cuando h es grande,
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indicando la carencia de precision en la medicién de Y con respecto a la variaciéon de Y
determinada por oy < 1. La Figura 2.1 muestra como, con h = 5, la verosimilitud perfil
Lp en (2.3) es practicamente indistinguible de la verosimilitud integrada uniforme LY

en (2.4).

o
©

RV (6) ~Rp (6, h=5) Rp (& h=0.05)

o
(o8]
T
I

Rp (6, h=0.01)

Verosimilitud Relativa
© o o o o o
N w I (63 ()] ~
T T T T T T
| | | | |

o
[y
T
1

Figura 2.1: Sensibilidad de Rp (6;x,y) bajo cambios en la precisiéon del instrumento de

medicion.

Ejemplo 2.1.3

En este ejemplo se considera el caso de un parametro umbral a que restringe el soporte
de la variable aleatoria Y, de tal manera que a puede ser una cota superior o inferior
para Y. En contraste a los ejemplos previos, las observaciones determinan al rango de
a en la funcion de verosimilitud correspondiente, por lo que no se tiene un caso regular.

Esta situacion ocurre con frecuencia en Confiabilidad y Valores Extremos; por
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ejemplo, con las distribuciones Weibull y Fréchet de tres pardametros. Uno de dichos
parametros es una cota superior o inferior para la variable aleatoria. En ocasiones se le
llama vida garantizada cuando se trata de una cota inferior para la variable aleatoria.
A manera de ejemplo, aqui se presenta el caso de la distribucién lognormal de tres

parametros de Y,
log(Y —a) = X(a) ~ N(#,0%), 0<a<Y.

La funcién de verosimilitud de (o, 6,0%) que se obtiene al usar la aproximacién con-

tinua para una muestra observada de variables aleatorias lognormales independientes

e idénticamente distribuidas yy,...,y, es
L(a,@,aQ;yl,...,yn) ocﬁl;exp —Li[xi(a)—Gf )
el (y; — ) 20% =

Entonces, los estimadores de méxima verosimilitud restringidos de 6 y o2 para un «

dado son
n

(@) =z(a) y 3°(a) = [wi(a) — 2()* /n.

i=1

Asi, la funcién de verosimilitud perfil de o que resulta es

Le(a 41, yn) = L(a, 0(e), 5(a); 1, - - -, yn)

1 dfraccn2 1 n . 9 n 1
X | exp{ —— [:L’ia—ﬁa}
[02(04)] 202(04) ; (a) () E Yi — «
|: 1 :|dfraccn2 n 1 o< _ (2 5)
b —_ a ) N
32(04) Yi — v

i=1
donde y(1) es la observacién mds pequena en la muestra. Obsérvese que la funcién de
verosimilitud perfil tiene una singularidad en a = y(1), heredada de la correspondiente
singularidad de la funcién de densidad conjunta.

Como mencionan Meeker y Escobar (1998, pag. 275), existe una trayectoria en el
espacio parametral para la cual la verosimilitud tiende a infinito, en particular cuando

o — 0y a— yu). Cabe resaltar que si la verosimilitud se aproxima a infinito esto no
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significa necesariamente que la probabilidad de la muestra observada sea grande en esa
region del espacio parametral, sino que esto puede ocurrir a causa de que la aproxi-
macion de la densidad a la funcién de verosimilitud sea muy mala. A menudo existe,
aunque no siempre necesariamente, un maximo local para la superficie de verosimilitud
correspondiente que suele coincidir con el méximo de la verosimilitud correcta que se
definid en (1.3) y que se basa en la probabilidad de los datos.

Entonces, una solucién posible a este problema puede ser, como en los dos ejemplos
anteriores, usar las contribuciones correctas a la verosimilitud de cada observacion como
en (1.3), implicitas por la precision finita del instrumento de medicién. Sin embargo,
en este ejemplo, se puede usar un enfoque algo diferente y mas simple. Hay que
notar que la precisién finita h del instrumento de mediciéon también limita al rango del
parametro umbral tal que o < (1) — h, Lawless (2003, pag. 186), Barnard (1966). Asi,
se tiene una manera razonable para incorporar la precisiéon h, dado que necesariamente
la observacién mas pequena pudo haber sido en realidad y) — h, valor tal que deberia
ser mas grande que «. Es decir, considérese que o < y1) — h y con esta restriccion,
ya se puede usar la aproximacién continua a la funcion de verosimilitud. El valor de h
depende de la precision del instrumento de medicién.

Para ilustrar este otro enfoque se simularon diez observaciones usando o = 0, 6 = 2,

o = 1 mostradas a continuacién en orden ascendente de magnitud,

y = 3.33, 7.15, 7.66, 9.18, 9.25, 10.57,

10.88, 14.01, 15.95, 51.40.

Aqui se supone que la precision del instrumento de medicién es h = 0.01. En la Figura
2.2 se muestra la funcion de verosimilitud perfil relativa de o que se obtiene a partir
de estos datos. Notese que Lp («) no estd definida en a@ = yny vy Lp («) tiende a
infinito cuando « se aproxima por la izquierda a y(;). Para esta nueva verosimilitud

restringida, existe un méaximo en @ = 1.65, el estimador de méaxima verosimilitud;
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nuevamente todos los otros valores de (2.5) se estandarizan para obtener la funcién de
verosimilitud perfil relativa Rp(«).

Como se muestra en la grafica, existe una singularidad en a = y(;) = 3.33, puesto
que Lp (a) — oo cuando o T y(1). Sin embargo, nétese que Rp(or = 3.325) = 0.0585.
Incluso si uno se hubiera acercado mucho més a la singularidad en y(;), digamos a
(y(l) —0.0005 = 3.3295) esto no ocasiona problemas cuando se usa la aproximacion
continua a la funcién de verosimilitud porque Rp(a = 3.3295) = 0.0467 es todavia
una cantidad pequena. Es decir, el valor de a = 3.3295 esta ain muy lejano del valor
yay donde Lp (o) tiene la singularidad. Por tanto, basta con acotar a a por debajo
de y@) por una distancia pequena h para poder usar la aproximacion continua a la

verosimilitud.

o o o o
(o)) ~ o] <]
T T T T
I I I I

Verosimilitud Relativa
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o
w
T
I

0 0.5 1 15 2 2.5 3 yw=3.33

Figura 2.2: Méximo local versus global de Rp (a;y).
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2.2 Criticas justificadas a la verosimilitud perfil

En la Seccion 2.1 se mostraron tres ejemplos donde se critica a la funcién de verosimi-
litud perfil por proporcionar resultados anémalos. Sin embargo, como se vio en esa
seccion, dichas criticas eran injustas puesto que el problema lo ocasionaba el uso de
funciones de densidad con singularidades para aproximar a la funcién de verosimilitud.
En contraste, en esta seccion se presentan ejemplos que ilustran ciertas desventajas de la
funcién de verosimilitud perfil que han dado pie a diversas criticas, ahora si justificadas
genuinamente. A diferencia de la secciéon anterior, estas criticas no provienen de un
error matematico en el proceso de aproximacién a la verosimilitud, sino que provienen
de que la funcion de verosimilitud perfil aparenta un exceso de precision que no es
realista para la muestra observada; esto puede ocurrir cuando el modelo estadistico
involucra un nimero grande de parametros de estorbo. A continuacién se dan dos

ejemplos de esta circunstancia.

Ejemplo 2.2.1

Supéngase que X1, ..., X,, son variables aleatorias normales N (u, %) independientes e
idénticamente distribuidas. El parametro de interés es el de escala o y el parametro de
estorbo es la media p. Se conoce muy bien que el emvr de p para cualquier valor fijo de
o es la media muestral, i = T, y es importante resaltar que no depende de 0. Entonces

usando (1.11) con pi (o) = i = 7, la funcién de verosimilitud perfil de o resulta ser

1 1 < 1 —1) s
Lp(o;21,...,2,) X — eXP {—7 1 [x; — ]I(U)]Q} = exp {—%} ’
(2.6)
donde s2 = Y7 (v;—7)*/n(n —1). Obsérvese que 6° = (n—1)s? es el emv de
0?. Como n(n—1)s%/o? tiene una distribucién Ji-cuadrada con (n — 1) grados de

libertad, se tiene que E (32) = (n—1)0?/n. Por tanto, el emv 5°, si bien es

un estimador consistente para o2, presenta un sesgo al estimar o2 y dicho sesgo es
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}E (32) — 02‘ = 0%/ n. Nétese que este sesgo tiende a cero al aumentar el tamario de
muestra. Asi, el sesgo de 62 es de poca importancia cuando el tamaiio de la muestra es
moderado. Sin embargo, cuando n es pequena este sesgo en la estimacién de o2 puede
ser muy notorio. Por ejemplo, si n = 2 entonces F (82) = 0%/2. El problema puede
convertirse en algo mas serio si se combinan muchas de éstas verosimilitudes perfil,
como en el problema clasico de medias distintas con varianza comun que se describe
en el Ejemplo 2.2.2. Allf el sesgo se acumula al punto de que el mismo estimador de
o? se vuelve inconsistente.

Es importante recordar aqui que en este ejemplo, la manera adecuada para hacer
inferencia sobre el parametro de interés o en presencia del parametro de estorbo u es
a través de la funcién de verosimilitud marginal de o definida en (1.7). Como Z y s
son independientes y conjuntamente suficientes para el vector de pardmetros (i, 0?), y

considerando que n (n — 1) s>/ ¢ tiene una distribucién Ji-cuadrada con (n — 1) grados

de libertad, la funcién de verosimilitud marginal de o es

1 n(n—1)s
Ly (03 8) 1 OXP {_T} . (2.7)
Asi, el emv marginal de 0% es 63, = no- /(n—1); y resulta ser un estimador

. - ~2
consistente y ademds insesgado para o? puesto que (a M) =02,

Ejemplo 2.2.2

Supongase que se tienen k muestras de tamanos n;, con ¢ = 1,...,k, de k distribu-
ciones normales independientes con diferentes medias j;, pero con varianza comun o2
Considérese el caso mas extremo que se tiene cuando n; = 2, es decir se tienen k
muestras normales N (p;,0?) de observaciones apareadas (z1,y1), ..., (g, yx). Como

en el ejemplo anterior, el emvr de p,; para cualquier valor especificado de o es la me-

dia muestral, 1, = (z; +¥;)/ 2, que no depende de 0. Entonces usando (1.11) con
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w; (o) = u; = (x; + y;)/ 2, la funcién de verosimilitud perfil de o resulta ser

k
Lp [U; (i, yi)f:l} o 0~ exp [—4%‘2 ; (zi — yi)2] : (2.8)
Obsérvese que 5> = S5 (z; — yl)z/ 4k es el emv de 0. Ademds, como (z; — y;)/ V20
tiene una distribucién normal con media 0 y varianza 1 entonces E (32) = 02/2. Asi,
cuando k — oo, por la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros tenemos que 6> — o2 /2;
por tanto, el emv 32, no es en este caso, un estimador consistente para o2.

Igual que en el ejemplo anterior, la manera correcta para hacer inferencia sobre
el pardmetro de interés o en presencia de los parametros p,; de estorbo es usando la
verosimilitud marginal. Entonces, la verosimilitud marginal de o que resulta de las &
muestras apareadas (x;,;), i = 1, ..., k, que tienen distribucién normal N (y;,0?) con

diferentes medias pero varianza comun, es el producto de las funciones de verosimilitud

marginales individuales,

Ly [o; (si)le} x o Fexp [ %‘2 i — ;) ] : (2.9)

=1

, . ~9 ~92 .
Asi, el emv marginal de o2 es 03, = 20°, el cual resulta ser como en el ejemplo

. . . , . ~2
anterior, un estimador consistente y ademds insesgado de o2 puesto que F (O‘ M) =2

2.3 Discusion

Las funciones de verosimilitud son proporcionales a probabilidades y por tanto no
pueden tener singularidades. De aqui que las criticas a la funciéon de verosimilitud perfil
que se originen de singularidades no tienen validez alguna y no pueden usarse como
argumentos a favor del uso de verosimilitudes marginales e integradas. Sin embargo,
hay que tener un poco de precaucién al usar la funcién de verosimilitud perfil cuando
se tengan problemas que involucren a muchos parametros de estorbo. En estos casos,

la funcién de verosimilitud perfil puede aparentar contar con mucha precision en las
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inferencias que no es realmente sustentada por la muestra observada, como se vio en
los Ejemplos 2.2.1 y 2.2.2 de este capitulo. Es necesario mencionar que otras verosimi-
litudes tales como marginales, condicionales, estimadas e integradas también podrian
presentar el mismo problema. Ademads, antes de usar verosimilitudes condicionales o
marginales es necesario asegurarse de que no pierdan mucha informacién en su factor
residual como se mencioné en las Secciones 1.7.1 y 1.7.2.

La funcién de verosimilitud perfil o maximizada es quizas la aplicacion mas comun
y simple en la teoria de estimacién de maxima verosimilitud. A la perfil se le suele
encontrar donde menos se le espera. Por ejemplo, aparece como la base de la estadistica
de prueba de la razén de las verosimilitudes generalizada. Como se vio en la Seccion
1.7.6, la funcién de verosimilitud perfil se puede considerar y usar como una genuina
verosimilitud que surge de modelos con un solo parametro unidimensional.

Una ventanja adicional de la verosimilitud perfil es que, al igual que en la teoria
de estimacién de maxima verosimilitud, no pide ninguna estructura especifica a la
distribucion de la variable aleatoria en consideracion. De aqui que la verosimilitud
perfil sea facil de utilizar en general. Sin embargo, siempre conviene tomar ciertas
precauciones como las que se describieron en este capitulo cuando se use la verosimilitud

perfil.
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Capitulo 3

Robusticidad de la funcion de

verosimilitud perfil

El término “inferencia robusta” lo usaron por primera vez Box & Tiao (1973, pag. 152)
para describir el grado en el cual las inferencias dependen de los supuestos especificos
que se hagan. En esta tesis se adoptara este término con el mismo significado. Por
ejemplo, Barnard (1983), Barnard y Sprott (1983), Lindsey (1999) y Sprott (2000,
Secciones 7.6, 7.10) han también usado el término robusticidad en este mismo sentido.

La carencia de robusticidad sugiere inestabilidad en el sentido que cambios pequenos
en las suposiciones o en los datos producen cambios grandes en las inferencias. Este
concepto de robusticidad es muy general. En este capitulo se discute una situacion
particular que es, la robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil para realizar
inferencias sobre un parametro de interés bajo cambios pequenos en los estimadores de
méxima verosimilitud (emv) restringidos de los parametros de estorbo.

Para explorar este tipo de robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil se define
aqui la que se llamara funcion de verosimilitud perfil e-perturbada. Se mostrard como
esta funcién resulta ser una herramienta muy tutil para evaluar si se esta en el caso

de situaciones poco robustas que generalmente son problematicas pero que pueden
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representar retos interesantes de estimacion. Se ejemplifica el uso de esta herramienta

a través de ejemplos de datos reales, robustos y no robustos.

3.1 El concepto de verosimilitud pertfil e-perturbada

En esta seccién primero se definira, para mayor claridad, a la funcion de verosimilitud
perfil e-perturbada para el caso simple de un vector de dos pardmetros escalares (0, \) €
A x A C R?, donde § es el parametro de interés y A es considerado un parametro de
estorbo. Posteriormente se definira a la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada
para el caso en el cual la dimensién de § y A es mayor que uno.

La funcién de verosimilitud perfil de § pone mucho énfasis en la familia de esti-
madores puntuales X(é) indicados por d. Para cada valor fijo de ¢ la estimacién del
parametro de estorbo A no toma en cuenta ningtin grado de incertidumbre, sino que
adopta exclusivamente el valor maximo verosimil restringido h) (0). Para corregir esto,
aqui se propone introducir una cantidad € € R, que representa un pequeno grado de
incertidumbre en la estimacion del parametro de estorbo A. Esta cantidad e se mide
en unidades del parametro de estorbo. Una forma simple y natural de considerar la
incertidumbre en la estimacién de A es reemplazar X(d) por [X (0) + €] al calcular la
perfil Lp (§). Asi, para un valor fijo de 9, se deben considerar los valores de esta funcién
evaluada en [0, h\ (0) 4 €] para diversos valores pequenos de ¢; cuando € = 0 se tiene la
verosimilitud perfil. Geométricamente esto significa que no solo se debe considerar la
cima de la funcion de verosimilitud conjunta, que esta determinada por la verosimilitud
perfil, sino que también se debe tomar en cuenta otras trayectorias de la superficie de

verosimilitud, ligeramente abajo de la cima.
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Definicién 1: Caso de parametros de interés y de estorbo escalares.

Sea © = (1, ..., ;) una muestra de variables aleatorias cuya distribucién depende de
un vector (0, \) de dos pardmetros escalares. El espacio parametral correspondiente es
A x A C R?. El pardmetro de interés es d y el pardmetro de estorbo es A\. En términos
de la funcién de verosimilitud global de § y A\, L (6, A; x), la funcién de verosimilitud

perfil e-perturbada de §, Lep (0; ), se define como
Lep (8;2) o< LIS, A (6) + € 2], (3.1)

donde € es una cantidad real pequefia tal que [ (8) + €] € A.

Notese que valores negativos de € corresponden a perturbaciones del emv restringido
en direccion opuesta a la cima que la perturbacion correspondiente a € positivos.
Obsérvese que este procedimiento produce una familia de funciones de verosimilitud
perfil e-perturbadas, donde la funcion de verosimilitud perfil original es simplemente el
miembro de esta familia cuando € = 0. En particular, esto permite tomar en cuenta la
sensibilidad o robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil para cambios pequenos
de e.

Cuando las inferencias obtenidas con la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada
con valores pequenos de € no difieren mucho de las inferencias obtenidas con la verosimi-
litud perfil entonces se considera que se trata de un caso robusto. Cuando esto ocurre se
dice que la verosimilitud perfil es robusta o estable frente a cambios pequenos en el emv
restringido del pardmetro de estorbo. En contraste, cuando las inferencias obtenidas
con la verosimilitud perfil e-perturbada difieren mucho de las inferencias obtenidas con
la verosimilitud perfil entonces se considera que se trata de un caso no robusto. En esta
situacion se dice que la verosimilitud perfil es no robusta o inestable frente a cambios
pequenos en el emv restringido del parametro de estorbo.

Por el principio de parsimonia, en los casos robustos basta con considerar a la

funcion de verosimilitud perfil para hacer inferencias sobre el parametro de interés.
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Por otro lado, cuando se tengan casos no robustos se recomienda ser cauteloso con el
uso de la verosimilitud perfil para hacer inferencia sobre el parametro de interés y de
preferencia revisar de cerca el comportamiento de la superficie de verosimilitud global
cerca de la cima y tratar de explicarlo.

Un problema es cémo seleccionar uno o mas € de una manera objetiva. Una forma
natural de conseguir informacién sobre € basados en una muestra observada es a través

de la funcién verosimilitud perfil relativa de € definida como

, (3.2)

donde los valores de € cumplen que [X (0) + €] € A. Nétese que (3\, X) es el emv global
de (6,A) y que 0 < R(e) < 1. Obsérvese que cuando € = 0 entonces R (e) = 1; es
decir el cero es el valor mas plausible para ¢, a la luz de la muestra observada, y la
correspondiente funcion de verosimilitud perfil e-perturbada es, en este caso, la funcién
de verosimilitud perfil.

La propuesta para seleccionar € consiste en considerar valores de € que tengan plau-
sibilidad alta y que hagan a la muestra observada altamente probable. Esto equivale
a moverse del borde més alto de la superficie de verosimilitud determinado por la
funcion de verosimilitud perfil una distancia pequena. Por ejemplo, se puede tomar e
que cumpla con R (¢) = ¢, donde ¢ € {0.99, 0.95, 0.90}. También se puede considerar a
la € que corresponda a un ¢ un poco mas extremo como 0.80,0.70, pero no menor pues
implicaria un a cambio muy lejano y brusco o distante de la cima de la verosimilitud
global. Esto es porque la idea de la verosimilitud perfil e-perturbada es moverse solo
un poco de la trayectoria mas alta en la superficie de verosimilitud.

Se recomienda graficar la funcién verosimilitud perfil relativa de €, R (¢) dada en
(3.2), y senalar en la misma gréfica los valores de ¢ que cumplen con R (¢) = ¢, donde
¢ € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Si R (€) es simétrica alrededor del cero, entonces

el tamano de la perturbacion hacia la derecha y hacia la izquierda de A (0) asociado
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a una misma plausibilidad sera igual. En contraste, si R (¢) es asimétrica entonces el
tamano de la perturbacién hacia la derecha y hacia la izquierda de h\ (0) sera diferente.
Si R (€) es asimétrica hacia la derecha, entonces esto se puede interpretar como que la
incertidumbre en la estimacion del parametro de estorbo A a través de h) (0) es mayor
en la direccién asociada a la derecha que hacia la izquierda. De forma anéloga, si R (¢)
es asimétrica hacia la izquierda. Como segundo paso se recomienda poner en la misma
grafica las funciones de verosimilitud perfil e-perturbadas correspondientes a todos los
€ elegidos a partir de la grafica descrita en el parrafo anterior. Es decir, para valorar la
sensibilidad o robusticidad de la verosimilitud perfil es recomendable poner una misma
figura a todas las curvas de verosimilitud perfil e-perturbadas correspondientes a los
valores de e calculados anteriormente que cumplan con que R (€) = ¢, donde ¢ € {1,
0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Nuevamente, obsérvese que ¢ = 1 esta asociado a e =0, y
corresponde a la funcién de verosimilitud perfil.

Cuando no exista un cambio sustancial en las formas de estas curvas con respecto
a la de la verosimilitud perfil, entonces se dird que la funcién de verosimilitud perfil es
robusta frente a cambios pequenos en el emv restringido del parametro de estorbo. En
este caso, es recomendable el uso de la perfil para hacer inferencia sobre el parametro
de interés. Por otro lado, si las curvas de verosimilitud perfil e-perturbadas son muy
distintas con respecto a la verosimilitud perfil, entonces la funciéon de verosimilitud
perfil no es robusta y se recomienda ser cauteloso con el uso de ella para inferencias
sobre el parametro de interés.

Ahora se va presentar la definicion general de la funcién propuesta cuando los

pardametros son de dimensiones mayores.

Definicién 2: La verosimilitud perfil e-perturbada

Sea x = (z1, ..., T,,) una muestra de variables aleatorias cuya distribucién depende de un

vector (0, A) de parametros. El espacio parametral correspondiente es A x A C R” xR™.
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Es decir, § = (d1,...,d,) es un vector v-dimensional, § € A C R, y A = (A, ..., \y)
es un vector w-dimensional, A C R*. El parametro de interés es 0 y el parametro de
estorbo es A\. En términos de la funcién de verosimilitud global de 6 y A, L (4, A; x), la

funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de §, L.p (J; ), se define como
Lep (6;2) o< L8, A (6) + €: ], (3.3)

donde € = (ey,...,€,) es un vector en RY tal que [/): (0) + €] € A. El pardmetro e
seleccionado para la muestra observada como se detalla un poco més adelante se llamara
pardmetro de perturbacion. Ndétese que X(é) = [Xl (6),...,Xw (0)] € R" es el emv
restringido del vector A para cada valor fijo del vector §.

La seleccion de una coleccién de valores para el pardametro de perturbacién € € RY

se hara a través de la funcion de verosimilitud perfil relativa de e definida como

, (3.4)

donde los valores de € cumplen que [/): (0)+€] € A. Nétese que (5\, /):) es el emv global de
(0,\) y que 0 < R (e) < 1. Ademas, obsérvese que cuando € = (ey, ..., €,) = 0 entonces
R (€) = 1; es decir el vector cero es el valor més plausible para e, a la luz de la muestra
observada, y la correspondiente funcién de verosimilitud perfil e-perturbada es, en este
caso, la funcién de verosimilitud perfil.

La propuesta para seleccionar € = (€q, ..., €, ) consiste en considerar valores de € que
asignen alta plausibilidad a la muestra observada, relativa a la L(g7 X; x). Por ejemplo,
tomar valores de € = (€1, ..., €,) que cumplan con R (e) = ¢, donde ¢ € {0.99, 0.95,
0.90}. También se puede considerar € que corresponda a un ¢ un poco mas extremo
como 0.80,0.70, pero no menor porque se trata de lograr una pequena perturbacion de
la perfil.

Para valorar la sensibilidad o robusticidad de la verosimilitud perfil se recomienda

compararla con las verosimilitudes perfil e-perturbadas correspondientes a los valores
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de € calculados anteriormente que cumplen con R (¢) = ¢, donde ¢ € {1, 0.99, 0.95,
0.90, 0.80, 0.70}. Cuando no exista un cambio importante en las inferencias obtenidas
con las verosimilitudes e-perturbadas con respecto a las inferencias obtenidas con la
verosimilitud perfil, entonces se dira que la funcién de verosimilitud perfil es robusta
frente a cambios pequenos en el emv restringido del pardmetro de estorbo. En caso
contrario, se dirda que la perfil es no robusta. Cuando se estda en un caso robusto se
recomienda el uso de la verosimilitud perfil para inferencias sobre el parametro de
interés. Sin embargo, cuando se esté en un caso no robusto se recomienda ser muy
cauteloso con el uso de la perfil para inferencias sobre el parametro de interés.

La funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de 6 = (dy, ..., d,) dada en (3.3), se
definio para cualquier v,w € N. Sin embargo, en la practica, usualmente la dimension
del parametro de interés § = (41, ...,d,) es menor o igual que dos, v < 2. Por tanto,
es posible valorar la sensibilidad o robusticidad de la verosimilitud perfil graficamente.
Por ejemplo, para el caso v = 1 es recomendable poner una misma figura a todas
las curvas de verosimilitud perfil e-perturbadas correspondientes a los valores de € que
cumplan con que R (¢) = ¢, donde ¢ € {1, 0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Obsérvese que
¢ = 1 esta asociado a € = 0, y corresponde a la funcién de veroimilitud perfil. Para el
caso v = 2 una posibilidad es comparar los contornos de la superficie de verosimilitud
correspondientes a Lep (07, d2).

Nétese que cuando § es un parametro escalar y A = (A, \y) € R? entonces la
funcién de verosimilitud perfil relativa de €, R (¢€), es una superficie de verosimilitud
en R? cuyo dominio es el plano cartesiano correspondiente al espacio R x R. Es decir,
R (€) es una funcién real valuada, que esté definida para cada € = (€y,,€y,) € R x R.
En este caso es recomendable hacer una gréfica de contornos de R (¢) y senalar en la
misma gréfica los puntos (e, , €x,) que cumplan con R (€y,,€y,) = ¢, donde ¢ € {0.99,
0.95, 0.90, 0.80, 0.70}, que seran utilizados para la perturbacién.

Es importante comentar aqui que en contraste a la verosimilitud perfil de un
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parametro de interés, que es invariante frente a reparametrizaciones, la funcién de
verosimilitud perfil e-perturbada puede depender de la parametrizacién del modelo
probabilistico supuesto para los datos. En este sentido, para evaluar la robusticidad
de la verosimilitud perfil de un parametro de interés es importante que el modelo esté
parametrizado de tal manera que los parametros tengan una interpretacién natural y
fisica en términos del problema real, Seber y Wild (2003, pag. 126). Hemos observado
que en los ejemplos no robustos Binomiales mostrados en esta tesis, si le afectaron
algunas de las reparametrizaciones que experimentamos; aunque en todos estos ejem-
plos, la verosimilitud perfil e-perturbada de N siguié siendo no informativa y plana.
Sin embargo, en los ejemplos robustos, en general la verosimilitud perfil e-perturbada
es practicamente la misma frente a reparametrizaciones distintas y fue robusta en to-
das ellas. Se destaca que la verosimilitud integrada, ni la posterior Bayesiana de un
parametro de interés, tampoco son invariantes frente a reparametrizaciones como las
que se exploraron aca.

En la siguientes secciones se ejemplificara con datos reales y simulados el uso de la
funciéon de verosimilitud perfil e-perturbada como una nueva herramienta estadistica
para explorar la robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil de un pardmetro de

interés frente a cambios pequenos en el emv restringido del parametro de estorbo.

3.2 Ejemplos robustos

En esta seccion se presentan tres ejemplos donde la verosimilitud perfil es robusta.
En el primer ejemplo se consideran datos de conteos de garrapatas en ovejas (Ejemplo
1.7.1 del Capitulo 1) modelados con una distribucién Binomial Negativa. En el segundo
ejemplo se consideran datos de niveles maximos anuales del mar en Port Pirie, Aus-
tralia, modelados con una distribucion Weibull para maximos. Por tltimo, se considera

una muestra grande simulada de una distribucién Binomial (N, p), y otra muestra chica
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simulada pero con p grande de un modelo Binomial.

3.2.1 Modelo Binomial Negativa: Datos de conteos de garra-

patas en ovejas

La Binomial Negativa es un modelo probabilistico comuinmente usado en ecologia para
modelar datos de conteos con sobredispersiéon con respecto al modelo Poisson; es decir,
cuando la varianza poblacional es mas grande que la media poblacional. R. A. Fisher
en 1941 derivé la distribucién Binomial Negativa de la siguiente manera. Supdngase
que X es una variable aleatoria Poisson con parametro de intensidad p el cual se
supone que es también aleatorio y que se distribuye Gamma(f, p/ (1 — p)). Entonces,
la distribucién marginal de X que se obtiene de la distribucién conjunta de (X, u) es

la distribucién Binomial Negativa con funcién de probabilidad

0+1i—1

P(X—z’;Q,p)—( )pi(l—p)e, i=0,...,

donde # > 0y 0 < p < 1. Cabe senalar aqui que cuando 6 tiende a oo, p tiende a 1,
y 6 (1 — p) tiende a una constante fija 1, entonces la distribucién Binomial Negativa
converge a una distribucion Poisson de parametro 7. Asi, valores grandes de 6 se
interpretan como un caso de poca dispersion con respecto al modelo Poisson. Por otro
lado, valores pequenos de 6 se interpretan como un caso de sobredispersién con respecto
a un modelo Poisson. Por esta razén al parametro 6 se le conoce como parametro de
sobredispersion.

En el Ejemplo 1.7.1 del Capitulo 1, la Tabla 1.3 muestra datos citados por Fisher
(1941) sobre la clasificacién de ovejas segin el nimero de garrapatas encontradas en
cada una de ellas. Fisher (1941) utiliz6 un modelo Binomial Negativa (6, p) para
ajustar estos datos. En este ejemplo se considera a 6 como el parametro de interés y p
es considerado un parametro de estorbo.

La funcién de verosimilitud global de 6 y p se da en el Capitulo 1 en (1.14). Ademas,

o4



el emv restringido de p para cada valor especificado de 6 es p(0) = ¢/ (t + nf), donde
t=>ifiyn=> fies el tamafio de la muestra.

La funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de € es en este caso, segin (3.1),

Lep (6 Uk ise) & 10) + ' (1= p(0) + ™ T (9 e 1) ,

donde € es una cantidad real pequena tal que 0 < p(0) + € < 1.

En la Figura 3.1 se muestra a la funcién de verosimilitud perfil relativa de €, R (e)
dada en (3.4), junto con diferentes valores de € que cumplen con R (¢) = ¢, donde
c € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Nétese que esta verosimilitud es aproximadamente
simétrica; es decir, en este caso las perturbaciones € negativas son aproximadamente de
la misma magnitud que las positivas por lo que estaran asociadas a la misma plausibili-
dad R (¢) = c. La Figura 3.2 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud
perfil relativa e-perturbada de € considerando los valores de € calculados anteriormente.

La Figura 3.2 muestra que cuando la magnitud de la perturbacién e se incrementa
entonces también se incrementa la diferencia entre la forma de la funcién de verosimili-
tud perfil y la forma de la funcion de verosimilitud perfil e-perturbada. Sin embargo, las
inferencias obtenidas con las funciones de verosimilitud perfil e-perturbadas no cambian
substancialmente con respecto a las inferencias obtenidas con la verosimilitud perfil.
Este es un caso en el que la funcién verosimilitud perfil de 8 es robusta frente a cambios
pequenos en el emv restringido del parametro de estorbo p.

Cabe senalar aqui que la forma que tiene la funcién de verosimilitud condicional
de 0 es muy parecida a la forma de la funcién de verosimilitud perfil (véase la Figura
1.3 en el Capitulo 1). Es decir, ambas funciones de verosimilitud producen inferencias
similares sobre #. Sin embargo, nuestro procedimiento pone de manifiesto una ventaja,
no reconocida antes, de la funcién de verosimilitud perfil sobre la funciéon de verosimili-
tud condicional. En particular, permite tomar en cuenta la sensibilidad o robusticidad

de la funcién de verosimilitud perfil frente a cambios pequenos en el emv restringido
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del parametro de estorbo. No existe un procedimiento similar que tome en cuenta la
estabilidad o robusticidad de la funcién de verosimilitud condicional.

A continuacién se presenta otro ejemplo con datos reales de niveles méaximos anuales
del mar en Port Pirie, Australia, modelados con un modelo Weibull para maximos,

donde se muestra que tiene nuevamente una verosimilitud perfil robusta.

3.2.2 Modelo Weibull para maximos: Datos de niveles maxi-

mos anuales del mar en Port Pirie, Australia

En la siguiente tabla se presentan los niveles maximos anuales del mar en Port Pirie,
al Sur de Australia, registrados desde 1923 a 1987 (obtenidos del freeware del libro de
Coles 2001).

Tabla 3.1. Niveles méaximos anuales del mar registrados

en metros en Port Pirie desde 1923 a 1987.

4.03 3.96 4.06 4.11 3.91
3.83 3.85 3.71 4.24 3.72
3.65 3.93 3.96 3.96 4.00
3.88 3.75 4.06 4.21 3.66
4.01 3.63 4.55 3.74 3.62
4.08 3.57 3.79 3.85 4.33
4.18 4.25 3.89 3.88 4.55
3.80 3.97 4.11 3.66 3.75
4.36 4.05 3.85 4.11 4.08
3.96 4.24 3.86 3.71 3.90
3.98 4.22 3.86 4.18 3.88
4.69 3.73 4.21 3.90 3.94
3.85 4.37 4.01 3.78 4.33
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Estos datos son tipicamente modelados con alguna distribucion de valores extremos
(Weibull, Gumbel o Fréchet) segin el Teorema de Fisher y Tippett de 1928 (véase
Embrechts et al. 1997, pdg. 121).

Aqui se empleard la distribucién Weibull de tres pardmetros (u,o, ) desconocidos,
donde p es un parametro umbral, u € R, o es de escala, 0 > 0y 3 es de forma, § > 0,

para modelar estos datos. La funcién de densidad de esta distribucién se define para

fno,B)="2 (“ - x)ﬁ_lexp [— (“ = x)ﬂ] . (3.5)

Noétese que si § < 1, esta densidad tiene una singularidad en = = u, por lo que

z < i como

se tiene un caso similar al descrito en el Capitulo 2 y conviene usar la aproximacion
continua truncada a la verosimilitud descrita en el Ejemplo 2.1.3.

Dentro de la familia de distribuciones de valores extremos, la distribucién Weibull
de tres parametros es un modelo razonable para ajustar estos datos. De hecho, la
razén de verosimilitud entre el mejor modelo Weibull y el mejor modelo Fréchet es
4.278 x 10'2. De manera similar, al comparar el mejor modelo Weibull y el mejor
modelo Gumbel se tiene que la razén de verosimilitud es 1.1291. Asi, en el primer
caso, el modelo Weibull es indiscutiblemente mejor que uno Fréchet. En el segundo
caso, ambos modelos son igualmente validos y siendo que el Gumbel es més sencillo,
podria considerase como un modelo a elegir. Sin embargo, como el Weibull también es
razonable, lo consideramos aqui para ejemplificar un caso robusto de una verosimilitud
perfil con forma plana.

La aproximacién continua truncada a la funciéon de verosimilitud global Weibull
de (u, 0, ), basada en una muestra observada = = (z1, ..., x,) de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas X = (Xj, ..., X,,) con funcién de densidad
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f(z;p,0,0) dada en (3.5), es

B =\ p—ai\’
L(MU;@SE)CXH;( . > exp —( - ) [[ h )(u),0>0,ﬁ>0
i=1 Z(n)

+—,00
2

(3.6)
donde x(,) = max{x1,...,x,} y h es la precisién del instrumento de medicién. Para
este ejemplo se considerara una precision A = 0.001 m. Los estimadores de maxima
verosimilitud globales de (u, o, 3) son (7.83,3.95,19.96).

En este ejemplo se considera al parametro umbral g como el de interés y a los
parametros o y (3 como parametros de estorbo. Notese que no es posible dar una
expresion matematica cerrada para el emv restringido de o y de [ para cada valor fijo
de p. Sin embargo, es posible calcular la funcién de verosimilitud perfil de p, Lp (u; x),
en forma numérica. Para cada valor fijo de p > x(,) + 5 se maximiza la verosimilitud
global L (u,0,3;x) dada en (3.6) con respecto a los parametros de estorbo (o, 3),

Lp (p;z) oc max L (p,0,0;1).
(0.8)|p

La Figura 3.3 muestra a la funcién de verosimilitud perfil de . Se observa que esta
verosimilitud crece rapidamente hasta alcanzar su maximo y luego decrece lentamente
y se mantiene casi plana a un nivel de plausibilidad de ¢ = 0.9. En este ejemplo se
vera que esta verosimilitud perfil de i es robusta a pesar de ser plana.

Noétese que en este caso se tienen dos parametros de estorbo, o y 5. Por tanto
se tienen que considerar perturbaciones en los estimadores de méaxima verosimilitud
restringidos de cada uno de ellos, €, y €g. Es decir, € = (¢,, €3) € R% En la Figura 3.4
se muestra la superficie de verosimilitud relativa R (¢,,€3) dada en (3.4). La Figura 3.5
muestra la grafica de contornos correspondientes a R (¢,, €3). En esta grafica se indican
unos puntos elegidos a manera de ejemplo € = (¢,, €g) que cumplen con R (¢) = ¢, donde
c € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}, y que seran utilizados para la perturbarcién. Estos
puntos fueron obtenidos a partir del comando ‘CONTOUR’ del programa MATLAB
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7.0 que proporciona las coordenadas de cualquier contorno de nivel ¢ deseado. Los

puntos seleccionados se presentan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Valores de € = (¢,, Eg) seleccionados para las perturbaciones.

R (eg, 65) =099 | e 0 0 0.0035 | —0.0035 | 0.0025 0.0025 —0.0025 | —0.0025
eg | 0.2740 | —0.2729 0 0 0.2584 | —0.1375 0.1326 —0.2583
R (es,€e3) =0.95 | €0 0 0 0.0079 | —0.0078 | 0.0025 0.0025 —0.0025 | —0.0025
eg | 0.7688 | —0.7636 0 0 0.8096 | —0.6207 0.6150 —0.7999
R (eg, eg) =0.90 | e 0 0 0.0114 | —0.0112 | 0.005 0.005 —0.005 —0.005
eg | 1.4407 | —1.4257 0 0 1.4868 | —1.0111 0.9654 —1.4647
R (ea, eﬂ) =0.80 | e 0 0 0.0167 | —0.0162 0.01 0.01 —-0.01 —0.01
eg | 2.3389 | —2.2995 0 0 2.3934 | —1.3934 1.23 —2.2716
R (eg, 65) =0.70 | e 0 0 0.0212 | —0.0203 | 0.015 0.015 —0.015 —0.015
eg | 3.0574 | —2.9904 0 0 2.7950 | —1.5150 1.1950 —2.8150

En la Figura 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se presenta el comportamiento de la funcién de
verosimilitud perfil relativa e-perturbada de p considerando los puntos € = (€5, €3) que
cumplen con R (¢) = ¢, donde ¢ = 0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70, respectivamente. Estos
puntos se encuentran en la Tabla 3.2. La funcién de verosimilitud perfil relativa de u
se obtiene cuando (€., €eg) = (0,0).

En estas figuras se observa que las inferencias obtenidas con las funciones de
verosimilitud perfil e-perturbadas no cambian substancialmente con respecto a las in-
ferencias obtenidas con la verosimilitud perfil. En general, casi cualquier valor de pu
tal que pu > 1 = 7.83 es altamente plausible. En especial el hecho que valores muy
grandes de u tengan plausibilidad muy alta es un argumento a favor de usar un modelo
Gumbel puesto que la densidad Weibull converge a una Gumbel cuando p — oo.

Este es otro caso en donde la funcién de verosimilitud perfil es robusta frente a

cambios pequenos en el emv restringido del parametro de estorbo a pesar de tener
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forma plana.

3.2.3 Modelo Binomial (N,p): Casos robustos con muestras

simuladas

En la literatura estadistica, se considera a la distribucién Binomial (N, p) para modelar
datos de conteos tomados con el objetivo de estimar la poblacién total de animales N
en una cierta area geografica. En este contexto el parametro p, que representa a la
probabilidad de observar un animal, se considera un parametro de estorbo.

En esta seccién se presentan dos casos donde la verosimilitud perfil de IV es robusta.
En el primer caso se considera una muestra simulada muy grande de tamano k de
variables aleatorias Binomiales independientes X = (Xj,..., X)) con probabilidad p
pequena. En contraste, en el segundo caso se considera una muestra simulada con p
grande y un tamano de muestra k£ pequeno.

Considérese una muestra x = (x1,...,x;) de tamano k de variables aleatorias Bi-
nomiales independientes X = (X, ..., Xy) con N y p desconocidos, cuya probabilidad
conjunta es

. t i T (N
P(X =u;N,p) =[] P(Xi =a:;N,p) =p' (1 —p) 1:[(:6) (3.7)

i=1 i=1
donde t = Zle x;. La funcién de verosimilitud completa o global de N y p, definida en
la Seccién 1.1, es proporcional a la probabilidad de observar la muestra, P (X = x; N, p)

dada en (3.7),

k
N
L) o - TL() 0<pst Nz (38)

i=1 \7
Noétese que en (3.8) se condiciona a que solamente valores de N mayores que el maximo
valor observado en la muestra, Ty., = max{zy,...,z}, tengan plausibilidad. Es ab-

surdo estimar la poblaciéon N con un valor menor a lo que ya se observé; por sentido
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comun uno debe condicionar las inferencias que se realicen sobre todo lo que ya se sabe
0 conoce para que éstas hagan sentido con lo que se desea modelar.

La funcién de verosimilitud perfil de N se obtiene maximizando la funcién de
verosimilitud global de N y p, L (N, p;x) dada en (3.8) sobre p pero fijando N. Asi,
para obtener esta funcién se reemplaza el emv restringido de p para un valor especifi-
cado de N, p(N) =t/ Nk, por p en L(N,p;x), esto es,

Lp(N;x) = L(N,p(N);z)

k

x B -] (N ) (3.9)

=1

A partir de (3.8) se tiene que la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de N,
L.p (N;z), para el modelo Binomial se define como

L.p (N;z) = L[N,p(N)+ €] (3.10)
N
[P(N) + e {1 = [B(N) + <]} ]:]1 v )

donde € es una cantidad real pequena tal que 0 < p(N) + e < 1.

Por otro lado, nétese que bajo el modelo Binomial (N, p) se tiene que T' = Zle X;
es una estadistica suficiente solo para p cuando N es conocido, con distribuciéon Bino-
mial (Nk,p),

P(T =t N,p) = <Ntk>pt(1 —p)" (3.11)

Asi, la funcién de verosimilitud condicional de N, definida en la Seccién 1.6.1, es
proporcional a P (X = z; N|T =t). Esta distribucién condicional se obtiene a través
del cociente de la probabilidad de observar la muestra, P (X = x; N, p) dada en (3.7),
y la probabilidad de observar T'=t, P (T = t; N,p) dada en (3.11),

. 1)
P(X=x;N|T=t)= ];(fr;t;’ﬁ’g - Z(Nk) . (3.12)
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Por lo que la funcion de verosimilitud condicional de N es entonces

k
N
=1
Nky
(%)
Notese que la funcion de verosimilitud completa de N y p se factoriza en dos términos,

yaque P(X =x;N,p)=P(X =ua;N|T =t)P(T =t;N,p). Asi,

Lo (N;z) N > Tpax- (3.13)

L(Napa ZE') = LC (Na 'I) LC’res (Napvt) :
Luego,

Nk Nk—
LCres (N7p;t) ocP(t,N,p) = ( ¢ )pt (1_])) ! (314>
es la funcién de verosimilitud condicional residual y que también podria contener in-
formacion acerca de N cuando p es desconocida, dado que también es funciéon de N.
Una forma de valorar qué tan grande es la informacion residual es a través de la grafica

de la funcién de verosimilitud condicional residual perfil de N. Esta se define como

Nk

LC’resp (N,t) X LCT@S[N7Z/)\(N) ;t] X ( t

)ﬁ(N)t 1P, (3.5)

donde p(N) es el emv restringido de p para cada valor especificado de N.
A continuacion se presentan los dos casos, con datos simulados donde se usa a la
funcién de verosimilitud perfil e-perturbada, dada en (3.10), para mostrar la robusti-

cidad de la verosimilitud perfil de N bajo cambios pequenos en p ().

Caso 1 (Robusto): Tamano de muestra k grande y probabilidad p pequena

Se simulé una muestra x = (x1,...,x;) de tamano k£ = 1,000 de variables aleatorias
Binomiales independientes X = (Xj,..., X;) con N = 100 y p = 0.2. La funcién de
verosimilitud global de N y p dada en (3.8) y la correspondiente grafica de contornos
se presentan en las Figuras 3.11 y 3.12, respectivamente. Se observa que la superficie

de verosimilitud no presenta anomalias. Los contornos son alargados mostrando la
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fuerte relacion entre los parametros N y p. Noétese que los estimadores de maxima
verosimilitud de N y p, (N ,D) = (96,0.2077), estdn muy cerca de los verdaderos
empleados para simular la muestra, (N,p) = (100,0.2). En general, las inferencias
sobre N y p son muy razonables.

En la Figura 3.13 se muestra a la funcién de verosimilitud perfil relativa de €, R (e)
dada en (3.2), junto con diferentes valores de € > 0 que cumplen con R (¢) = ¢, donde
¢ € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Notese que esta verosimilitud estd muy cerrada
alrededor del cero y es aproximadamente simétrica; es decir, perturbaciones hacia la
derecha o hacia la izquierda que cumplen que R (€) = ¢ son aproximadamente de la
misma magnitud en la escala de e.

La Figura 3.14 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud perfil re-
lativa e-perturbada de N para los valores de € calculados anteriormente. Se observa que
cuando la magnitud de la perturbacion e se incrementa entonces también se incrementa
la diferencia entre la forma la funciéon de verosimilitud perfil y la forma de la funcién
de verosimilitud perfil e-perturbada. Sin embargo, las inferencias obtenidas con las
funciones de verosimilitud perfil e-perturbadas de N no cambian substancialmente con
respecto a las inferencias obtenidas con la verosimilitud perfil de N. Este es un caso
en el que la funcion verosimilitud perfil de N es robusta frente a cambios pequenos en
el emv restringido del parametro de estorbo p.

En la Figura 3.15 se muestra la funcién de verosimilitud perfil de N dada en (3.9), la
funcién de verosimilitud condicional dada en (3.12) y la funcién de verosimilitud condi-
cional residual perfil de NV dada en (3.15). Se observa que la forma de la verosimilitud
perfil y la forma de la verosimilitud condicional es similar. Es decir, ambas funciones
de verosimilitud producen inferencias similares sobre N. Por otro lado, la verosimili-
tud condicional residual perfil contiene poca informacién sobre N puesto que es casi
plana y le da alta plausibilidad a todos los posibles valores que puede tomar N y no

contradice a la verosimilitud perfil de N.
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Cabe senalar aqui nuevamente que nuestro procedimiento pone de manifiesto una
ventaja, no reconocida antes, de la funcién de verosimilitud perfil sobre la funcién de
verosimilitud condicional. En particular, permite tomar en cuenta la sensibilidad o
robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil frente a cambios pequenos en el emv
restringido del parametro de estorbo p. No existe un procedimiento similar que tome

en cuenta la estabilidad o robusticidad de la funcion de verosimilitud condicional.

Caso 2 (Robusto): Tamano de muestra k£ pequeno y probabilidad p grande

Se simulé una muestra de tamano k£ = 5 de variables aleatorias Binomiales indepen-
dientes X = (Xi,...,X}) con N = 100 y p = 0.8. Los valores numéricos de esta
muestra simulada fueron z = (71,77,78,80,81). La funcién de verosimilitud global
de N y p dada en (3.8) y la correspondiente gréfica de contornos se presentan en las
Figuras 3.16 y 3.17, respectivamente. Se observa que la superficie de verosimilitud
no presenta anomalias, excepto que para valores muy grandes de N y valores muy
pequenos de p, la cima de la superficie de verosimilitud, que estda por debajo de un
nivel de plausibilidad ¢ = 0.1, decrece muy lentamente. Nuevamente los contornos
de la superficie de verosimilitud son alargados mostrando la fuerte relacién entre los
parametros N y p. También se observa que los estimadores de maxima verosimilitud
de N y p, (]v ,D) = (89,0.8664), estan muy cerca de los verdaderos valores empleados
para simular la muestra, (/V,p) = (100,0.8). En general, las inferencias sobre N y p
son muy razonables.

En la Figura 3.18 se muestra a la funcién de verosimilitud perfil relativa de €, R (¢)
dada en (3.4), junto con diferentes valores de e que cumplen con R (e) = ¢, donde
c € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Nétese que esta verosimilitud es simétrica; es decir,
valores de € > 0 (perturbacién hacia la derecha) o valores € < 0 (perturbacién hacia la
izquierda) con R (€) = ¢ son aproximadamente de la misma magnitud. En comparacién

con el ejemplo anterior las magnitudes de € son mucho mas grandes.
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La Figura 3.19 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud perfil
relativa e-perturbada de IV para los valores de € calculados anteriormente. La funcién de
verosimilitud perfil relativa de N se obtiene cuando ¢ = 0. Nétese que las funciones de
verosimilitud perfil e-perturbadas de N difieren un poco de la funcién de verosimilitud
perfil de NV en la cola derecha. Sin embargo, intervalos de verosimilitud de nivel de
plausibilidad ¢ > 0.15 calculados con la perfil y con estas verosimilitudes e-perturbadas
son casi idénticos. En este sentido, las inferencias obtenidas con las funciones de
verosimilitud perfil e-perturbadas de N no cambian substancialmente con respecto a
las inferencias obtenidas con la verosimilitud perfil de N. Asi, este es un caso en el que
la funcién verosimilitud perfil de N es robusta frente a cambios pequenos en el emv
restringido del pardmetro de estorbo p.

En la Figura 3.20 se muestra la funcién de verosimilitud perfil de N dada en (3.9),
la funcién de verosimilitud condicional dada en (3.13) y la funcién de verosimilitud
condicional residual perfil de N dada en (3.15). A diferencia del caso anterior, ahora se
observa que la forma de la verosimilitud perfil y la forma de la verosimilitud condicional
difieren. Ambas funciones de verosimilitud producen inferencias diferentes. Notese que
la verosimilitud condicional pierde un poco de informacion sobre N contenida en la
verosimilitud condicional residual perfil.

Nuevamente obsérvese que nuestro procedimiento pone de manifiesto la ventaja
mencionada de la funcion de verosimilitud perfil sobre la funcién de verosimilitud condi-

cional.

3.3 Ejemplos no robustos: Modelo Binomial (N, p)

Con miras a contar con un panorama general sobre los problemas inferenciales que
pueden presentarse bajo el modelo Binomial (N,p) cuando se trata de estimar N

cuando se desconoce p, primero se presentaran los resultados principales al respecto
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en la literatura estadistica. Posteriormente se presentara explicitamente el analisis
de robusticidad de la verosimilitud perfil de N frente a cambios pequenos en el emv

restringido de p.

3.3.1 Antecedentes

El problema de estimacién més comtin asociado con el modelo Binomial (N, p) radica
en estimar el pardmetro p cuando N es conocido. Este problema no presenta grandes
dificultades desde el punto de vista de estimacién inferencial porque existe una es-
tadistica suficiente unidimensional y la verosimilitud de p es por lo general unimodal y
suave a excepcion de los casos extremos cuando no se observa ningin exito, o cuando
se tiene el caso contrario. Sin embargo, una situacion distinta y mucho mas dificil es
estimar el parametro IV, el tamano de la poblacién de animales, cuando se desconoce
también p, la probabilidad de observar un animal en una ocasién dada.

En la literatura de ecologia estadistica, se considera a la distribucion Binomial
(N, p) para modelar datos de conteos tomados con el objetivo de estimar la poblacién
total de animales NV en una cierta area geografica, Seber (1982), Borches et al. (2002),
etc. Sin embargo, bajo este modelo, la estimacién del pardmetro N presenta grandes
dificultades cuando el parametro p también se desconoce. Un ejemplo de esto es que al
estimar por separado al parametro de interés N en presencia del parametro de estorbo
p, el emv de N puede ser incluso infinito cuando la media muestral es menor que la
varianza muestral. En particular este estimador resulta absurdo cuando N representa
el total de animales en un area, parametro que forzosamente debe de ser finito.

Otro problema al estimar el parametro N de la distribucién Binomial (N, p) cuando
p es desconocida es que los estimadores puntuales de N suelen ser muy inestables ya que
la superficie de verosimilitud puede ser muy alargada y aplanada en la cima cuando
el tamano k£ de la muestra es chico y la probabilidad p es chica. Esta inestabilidad

se manifiesta cuando un pequeno cambio de una unidad en el conteo mas grande de
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animales; es decir, cambiar x,) por x(,) + 1, donde x(,) = max {x, ..., 23}, causa un
cambio muy grande en el valor numérico de los estimadores puntuales de N, Olkin et
al. (1981), Carroll y Lombard (1985), Casella (1986), Hall (1994), Gupta et al. (1999),
DasGupta y Rubin (2004).

Aunque la motivacién de Olkin et al. (1981) se di6 a partir de conteos de crimenes, y
la de Carroll y Lombard (1985) por conteos reales de animales para estimar su abundan-
cia, estas referencias tienen como objetivo primordial proponer estimadores puntuales
estables de N; si bien Carroll y Lombard (1985) mencionan la necesidad de encontrar
intervalos de estimacién para N. En general, todas las referencias encontradas se han
preocupado por la inestabilidad de los estimadores puntuales de N. Solamente Aitkin
y Stasinopoulos (1989) consideraron la forma completa de la verosimilitud perfil de
N pero llegaron a la conclusién absurda de que N podria ser infinito lo cual no es
razonable en el contexto ecoldgico.

En la literatura estadistica, varios métodos han sido utilizados para estimar por
separado el parametro de interés N en presencia del de estorbo p. Por ejemplo, la
funciéon de verosimilitud perfil de N y la funciéon de verosimilitud condicional de N
presentadas en la seccién anterior en (3.9) y (3.13), respectivamente. Carroll y Lombard
(1985) proponen utilizar el método de verosimilitud integrada, descrito en la Seccién
1.6.3, para encontrar un estimador puntual estable de N. Ellos suponen que p tiene
una densidad inicial Beta 7 (p; N) o p® (1 — p)b, que no depende de N, y donde a y b
son numeros reales conocidos, de manera tal que

- N ! +t b+Nk—t Nk+a+b+1\" u N

LI(N;JI)MH<%)/OP“ (1-p) dp:( o ) 11(33)

(3.16)
para todo N > x(,. Conviene resaltar aqui que Carroll y Lombard (1985) sélo se
fijaron en el valor de N que maximiza la verosimilitud integrada L; (N;x) dada en
(3.16). Ellos nunca graficaron la verosimilitud integrada como funcién de N.

Bajo un enfoque Bayesiano, Draper y Guttman (1971) y Raftery (1988) propo-
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nen utilizar la probabilidad marginal posterior Bayesiana, descrita en la Seccion 1.6.4,
para hacer inferencia sobre N en presencia de p. Sin embargo, en la literatura es-
tadistica se critica a este tipo de solucion porque la funcién de densidad conjunta
inicial 7 (N,p) para los pardmetros N y p determina por completo la forma de la
probabilidad marginal posterior N y en consecuencia las inferencias sobre N, Kahn
(1987) y Aitkin y Stasinopoulos (1989). Otro problema importante relacionado con
este método es la eleccién de la previa para N y p. En la practica, los parametros N y
p generalmente se relacionan de una manera tan confusa y estrecha que puede ser muy
complicado elicitar una funcién de densidad conjunta inicial para N y p apegada a la
realidad.

En esta seccion se dié un panorama general acerca de los problemas, descritos en
la literatura estadistica, relacionados con la estimacién del parametro N del modelo
Binomial (N,p). Para mayores detalles véase Montoya (2004). A continuacién se
describe la causa principal de todos estos problemas, la identificabilidad del modelo
Binomial (N, p) cuando el tamano de muestra k es pequenio y la probabilidad p es

chica.

3.3.2 Identificabilidad del modelo Binomial (N, p) como causa
principal de los problemas relacionados con la estimacion

de N cuando p es desconocida

Considérese una muestra de tamano k de variables aleatorias Binomiales independientes
con parametros desconocidos N y p. Fisher (1941) comenté que cuando el tamano de
muestra k es grande no se tienen dificultades para hacer inferencia sobre el parametro
N. En particular, esto es cierto cuando la probabilidad p es chica. Esta situacion
se ejemplificé en la Seccion 3.2.3 con una muestra simulada de tamano k£ = 1,000 y

p = 0.2. Las inferencias sobre el parametro N, a través de la funcién de verosimilitud
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perfil, no presentaron grandes dificultades y fueron razonables. De hecho, para este
caso se mostro que la verosimilitud perfil de N es robusta frente a cambios pequenos
en el emv restringido de p.

Cuando el tamano de muestra k£ es pequeno y la probabilidad p es grande, tam-
poco se tienen grandes dificultades para hacer inferencia sobre el parametro N. Esta
situacién también se ejemplificé en la Seccién 3.2.3 con una muestra simulada de
tamano £k = 5 y p = 0.8. Las inferencias sobre el parametro N, a través de la funcion
de verosimilitud perfil, tampoco presentaron grandes dificultades y fueron razonables.
Para este caso, la funcién de verosimilitud perfil de N también fue robusta frente a
cambios pequenos en el emv restringido de p. Sin embargo, en este ejemplo también se
observa que la cola derecha de la perfil de N cae hasta un nivel de plausibilidad ¢ = 0.1
y luego se mantiene casi plana para valores grandes de N.

En contraste, cuando se tiene un tamano de muestra k chico y la probabilidad p
también es chica, comunmente se tiene el problema de falta identificabilidad del modelo
Binomial (N, p). Este problema es la causa principal de los problemas relacionados con

la estimacién de N cuando p es desconocida, y se describira a continuacion.

Identificabilidad del modelo Binomial (N, p) para un tamano de muestra k

chico y probabilidad p chica

El problema matematico de identificabilidad del modelo Binomial consiste en que, para
muestras pequenas y probabilidad p chica, es muy dificil discernir entre dos modelos
binomiales con pardmetros completamente diferentes, pero que tengan la misma media
A = Np. A continuacién se presenta un ejemplo de esta situacién.

La Tabla 3.3 contiene dos muestras simuladas de tamafio &k = 5 de dos modelos
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binomiales con parametros muy diferentes pero con la misma media \ = 21.

Tabla 3.3. Muestras binomiales simuladas.

Ne N P A= Np Muestra
1 | 1,000,000 | 21/N = 0.000021 21 16, 18,22, 22, 26
2 100 21/N =0.21 21 15,21,22,24, 26

Obsérvese que las muestras son muy similares y que éste es un caso en el cual no
es posible distinguir entre uno u otro modelo. Esto exhibe claramente la necesidad en
el caso de muestras chicas de incorporar informacién adicional externa para asi poder
distinguir entre estos dos modelos por completo distintos y asi poder hacer inferencias
razonables sobre el total de animales N en la zona geografica de interés.

Parece curioso que un modelo tan simple como el Binomial produzca tantos pro-
blemas a la hora de querer estimar el parametro N en presencia del de estorbo p. La
fuente principal de todos estos problemas es la falta de identificabilidad del modelo
Binomial (V,p) cuando se tienen tamanos de muestra pequenos y la probabilidad p es
chica. Esta situacion causa que la funcién de verosimilitud global de N y p, que se
define a partir de este modelo, herede este problema el cual se manifiesta provocando
que la superficie de verosimilitud sea muy alargada y aplanada. Esto conduce a una
verosimilitud perfil de N muy aplanada y a que el emv de N sea muy inestable cuando
se perturba la muestra.

A continuacién se presenta una cantidad utilizada, en la literatura estadistica, para
describir la forma de la funcién de verosimilitud perfil de N. Esta cantidad se llama
coeficiente de estabilidad. Ademds, como aporte de esta tesis, se presenta el limite

aproximado de la verosimilitud perfil de N cuando N — oc.
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3.3.3 Forma de la verosimilitud perfil N

En esta seccion se definen dos cantidades que dan informacion acerca de la forma de
la verosimilitud perfil de NN, el coeficiente de estabilidad y el limite aproximado de
la verosimilitud perfil de NV cuando N — oco. Ambas cantidades tienen una expresion
matematica simple y se pueden calcular de una manera facil y rapida. El limite aproxi-
mado de la verosimilitud perfil de N cuando N — oo no ha sido presentado antes como

un indicador de la forma de la verosimilitud perfil de N.

Coeficiente de estabilidad

Tres variables aleatorias que sirven para describir datos de conteos son: la Binomial,
la Poisson y la Binomial Negativa. Una manera de distinguir entre estos modelos
probabilisticos es a través de la siguiente relacion que existe entre el valor esperado
E (X) y la varianza VAR (X). En el modelo Poisson el valor esperado es igual a la
varianza, F (X) = VAR (X). En el modelo Binomial, £ (X) > VAR (X), y finalmente
para la Binomial Negativa se da la relacién contraria, F (X) < VAR (X). Asi, si se
define al coeficiente de estabilidad (ce) como ce= E (X)/ VAR (X), entonces lo anterior

se resume de la siguiente manera:

< 1, Binomial Negativa,
ce ¢ =1, Poisson,

> 1, Binomial.

En un caso real, la cantidad ce no se conoce. El estimador de méxima verosimilitud

de ce es
. widehatty

.t ~
ce = ——5——, donde 11 = —, y 62 =
o k

Por tanto en ausencia de informacién externa adicional, una manera posible de selec-

Zle (z; — ﬁ)Q
’ )

(3.17)

cionar al mejor modelo de los tres mencionados aqui para un juego de datos observados

puede ser basdndose en el valor del ce, dependiendo de si el ¢é es menor, igual o mayor
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que uno. Ademas, el ce es relevante porque resume el comportamiento de la verosimi-

litud perfil de N, Lp (N;x) dada en (3.9) como describen Olkin et al. (1981), cuando

<1, Lp (N;z) es una curva céncava no decreciente que se maximiza en N = oo;
ce

> 1, Lp (N;z) se maximiza en un valor positivo finito de N.

Para muestras pequenias, mientras més cerca esté el ¢e de uno por arriba (¢é > 1),
entonces més plana serd Lp (N;x) y mas inestable serd N , el emv de N. Recuérdese
que N coincide con el emv global de N. Asi, el ¢e contiene informacién sobre la forma
de Lp (N;z) y por consiguiente sobre qué tan inestable puede ser N. Por ejemplo, la
siguiente tabla presenta los coeficientes de estabilidad obtenidos con los datos simulados

de la Tabla 3.3 de la seccion anterior.

Tabla 3.4. Estimadores de parametros relevantes para

los datos simulados de la Tabla 3.3.

~ ~2

Ne Muestra 1 o e =71/5"

1 16,18,22,22,26 | 20.8 | 12.16 1.71

2 | 15,21,22,24,26 | 21.6 | 13.84 1.56

Noétese que estos valores son cercanos a uno, lo que ocasionan que en ambos casos,
Lp (N;x) sea muy aplanada. Ademds, como el ¢é de la segunda muestra esta més
cerca de uno que el de la primera muestra se tiene que Lp (N;z) con los datos de la
segunda muestra es ain mas plana que para la primera muestra. Asi, la inestabilidad
de N con los datos de la segunda muestra es mayor.

Otro indicador de lo plano que puede ser la verosimilitud perfil de N es el limite
de la cola derecha de esta verosimilitud cuando N tiende a infinito. En la literatura
estadistica casi nada se ha dicho sobre este limite. Quizas esto se deba a que el emv N
no tiene una férmula matemaética cerrada y esto dificulta el andlisis. A continuacién se
presenta una aproximacion del limite de la funcion de verosimilitud perfil relativa de

N cuando N — o0, no antes presentada en la literatura estadistica.
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Limite aproximado de la verosimilitud perfil de N cuando N — oo.

Una aproximacién conveniente de Rp (N) se obtiene al usar la aproximacién de Stirling
~ V2r NV %% exp (—N), (3.18)

y al reemplazar el emv N por el estimador del método de momentos (emm) N; esto
tltimo siempre que los estimadores de 1 y 0? cumplan que 71 > 52

La media y la varianza de una variable aleatoria Binomial (N,p) es E(X) = Npy
VAR (X)= Np(1—p). Se tiene que los estimadores del método de momentos (N , ]5)

se pueden escribir en términos de la media y varianza muestrales dadas en (3.17)
~2
i .
~ = Y P=

N = , (3.19)

= =)

respectivamente. Si i < 6° entonces N serfa negativo y por tanto un estimador absurdo
del total de animales. Por otro lado, si i = 6> entonces N no estd definido.
Asi, reemplazando N por N dado en (3.19), siempre que i > 6, se tiene que un

limite aproximado de la verosimilitud perfil relativa de N cuando N — oo es

. lim Lp(N;z)  lim Lp(N;z)

Lo(N P ) P )

lim R(N)= lim P (Vi)  Nooo™ o Moo . (3.20)
N—oo N—o0 LP(N‘I) Lp(N' x) Lp (N;:c)

Notese que la funcién de verosimilitud perfil de N, Lp (N;z) dada en (3.9), es el
producto de Binomiales con pardmetros N y p (IN), donde A}im P(N)=0yNp(N)=n
para todo N. Por tanto, cuando N tiende a infinito se tiene que cada probabilidad

Binomial converge a una probabilidad Poisson con media zi. Asi,

~T;

k
: N TTH ~ 1
A}lm Lp(N;x) = H T exp (—71) = " exp ( 1;[ put (3.21)

Reemplazando (3.21) en (3.20) se tiene que

k
o 1
it exp (—kp) | | .

lim R(N) ~ —— — k}%:jkﬁ - : (3.22)
§) (%) IO
N N L1 A
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Luego, desarrollando las combinaciones en el denominador de (3.22) en términos de

. . , . k .
cantidades factoriales y cancelando el término [],_, — se sigue que
1'4

'

~kfi ~
. B [ exp (—kp)

A B(N) ~ ——— N N

I 1B [

N N i=1 (N — Z‘l)'

Ahora, usando la aproximacién de Stirling dada en (3.18) se tiene que

ﬁ V2T NN+05 exp (—N)

Q

k
i1 - xz H V2T (N — xi)N_x#O'S exp [— (]\7 — xz)}
k NN+0.5
= — Nz exp (—x;) =
g (N . xi)N—zz—&-Oﬁ

_ k 1
= exp (—k)ﬁ) NkN+0.5k - — )
iHI (N . xi)N—$Z+0.5

(3.23)

(3.24)

Entonces, reemplazando (3.24) en (3.23) y cancelando el término exp (—kii) se tiene

que

ﬁﬁ N 2;40.5
lim R(N (

N—oo KN—kp
( ) ) NkN+0.5k

Luego, nétese que el denominador en (3.25) se puede escribir como

7\ 7 PNk — kN+0.5k T — EN—kG
(B) (=) e vt

Asi, reemplazando (3.26) en (3.25) y cancelando el término i se tiene que

k

H (N . xi)N—wi-‘rOﬁ
lim R(N)~=——
N—oo NO.5k (N _

ﬁ) EN—kn
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Ahora, obsérvese que es posible escribir el denominador en (3.27) de la siguiente forma:
N0'5k (N . ZL\) EN—k _ NO'Sk (N . ﬁ) —0.5k (N . /[Z) EN —kii+0.5k

k —
N0.5k (N . ﬁ) —0.5k H (N . ﬁ) N—x;+0.5

i=1

_ ( N )0'%1&[@_@”“&5. (3.28)

N_ﬁ i=1

Entonces, reemplazando (3.28) en (3.27) se tiene la siguiente aproximacién del limite

de la verosimilitud relativa de N,

(N . l’i)fo¢+0.5

lim R(N)~ e : (3.29)

N=eo N = ~\N—2;4+0.5
() M&-n

=1

k

Notese que el lado derecho de (3.29) se puede reescribir como

k

H (N _ xi)Nfzi+0.5

) foﬂro.f)

f10-5

(5 ﬁ)k(ﬁ_ﬁ) -2

Entonces se sigue que

V K(N-71) k 2\ N—ai 405
lim R(N) ~ ( N ) I1 (1 - ﬁ) . (3.30)

N—oo
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Mas atin, es posible escribir (3.30) en términos del ce. De (3.17) y (3.19) se tiene que

N:ﬁ( ce ) (3.31)

ce—1

entonces reemplazando (3.31) en (3.30) se obtiene que

@)y (@)
k| = . e — 1 Bl =< —x;+0.5
lim R(N)%(éé> ce—1 H|:1_2<CGA ):| ce —1

N—oo ce
i=1 K

(3.32)

Este limite aproximado de la verosimilitud perfil de N cuando N — oo no sélo depende
del ce sino también de otras cantidades como la media muestral, 71, y el tamano de
muestra, k. Por tanto la forma de la verosimilitud perfil depende de tres cantidades:
ce, widehatty y k.

Para la primera y segunda muestra de la Tabla 3.3 el valor aproximado de Rp (N)
cuando N — oo es 0.7299 y 0.7835, respectivamente. Estos valores indican que la
funcién de verosimilitud perfil de N calculada con la segunda muestra es un poco
mas plana que la verosimilitud perfil de N calculada con la primera muestra. Asi, la
inestabilidad de N con los datos de la segunda muestra es mayor. Véase que también
se llegd a esta misma conclusién a partir del coeficiente de estabilidad de la primera
muestra (¢é = 1.56) y de la segunda muestra (¢e = 1.71), el cual era chico para el valor
de k£ = 5.

Para el caso robusto de la Seccién 3.2.3, donde se simuldé una muestra Binomial
de tamano k = 5, el valor aproximado de Rp (/N) cuando N — oo es 0.0682. Por
otra parte el ce = 6.3235. En ambos casos la conclusién es la misma, que la cola
derecha de la verosimilitud no es plana, por el contrario, decrece hasta alcanzar niveles
de plausidad bajos. Sin embargo, para el otro caso Binomial robusto de la Seccion
3.2.3, donde se simuldé una muestra de tamano k = 1,000, el valor aproximado de
Rp (N) cuando N — oo es 0.000003 mientras que el ce = 1.26. Aqui el valor del ce
es cercano a uno y por si solo conduciria a concluir equivocadamente que la perfil de

N es plana; véase Figura 3.14. Por el contrario, como el limite aproximado de Rp (N)
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cuando N — o0 es cercano a cero, entonces la conclusion es que la perfil de N no es
plana, como ocurre en realidad. Es decir hay que tener en cuenta a las tres cantidades

(Ce, widehatty, k).

3.3.4 Ejemplos de estimacion de abundancia de animales con

el modelo Binomial (N, p)

A continuacién se presentara explicitamente el andlisis de robusticidad de la verosimi-
litud perfil de N frente a cambios pequenos en el emv restringido de p. A manera
de ejemplo se emplearan los datos reales de conteos de manadas de impalas y conteos
individuales de antilopes de agua presentados por Carroll y Lombard (1985) quienes
usaron un modelo Binomial (N, p) para modelar estos datos.

“Counts of impala herds and individual waterbucks were obtained on five successive
cloudless days in a small area of the Kruger Park. Counting was done from a light
aircraft by five highly trained and experienced wildlife officials”,

manadas de impalas: 15, 20, 21, 23, 26, x = 21,
antilopes de agua: 53, 57, 66, 67, 72, I = 63.

Se vera que los datos de impalas y antilopes de agua muestran que la funcién de
verosimilitud perfil de N no es robusta frente a cambios pequenos en el emv restringido
de p. Estos datos serviran también para ejemplificar una situacion real con un tamano
de muestra pequeno de k = 5, donde se tienen problemas relacionados con la estimacion
de N cuando p es desconocida.

Los datos de impalas han sido descritos en la literatura como inestables, y los datos
de antilopes de agua como altamente inestables tomando en cuenta los cambios en
los estimadores puntuales de méaxima verosimilitud al incrementar en una unidad la
observacion mas grande de la muestra. A esta muestra modificada la llaman muestra
perturbada en la literatura estadistica, Olkin et al. (1981), Aitkin y Stasinopoulos
(1989).
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Caso 1 (No robusto): Impalas

En la Figura 3.21 y 3.22 se presentan la grafica de la funciéon de verosimilitud global
relativa de N y p, R(N,p;x), y la grafica de contornos de R (N, p;x) para los datos
de manadas de impalas. Estas graficas muestran que R (N,p;x) es muy angosta y
alargada, es decir decrece en p rapidamente a partir del contorno en la cima de esta
superficie donde se cumple que Np = t/k = 21. La gréfica de contornos de R (N, p; z)
da evidencia de la fuerte relacién que existe entre los parametros N y p mostrando
contornos muy alargados e inclinados. Este es un caso donde se tiene el problema
de identificabilidad de los parametros y del modelo Binomial como se comenté en la
Seccién 3.3.2.

La Figura 3.23 presenta en la misma grafica, la funcién de verosimilitud condicional,
perfil y condicional residual perfil de N, Rc (N;z), Rp (N;x) v Reresp (N;x). Se
observa que Rco (N;x) vy Rp(N;z) son practicamente planas, es decir valores muy
grandes de N tienen alta plausibilidad. De hecho, el coeficiente de estabilidad es
ce = 1.59 y el limite aproximado de la verosimilitud perfil de N cuando N — oo es
0.7767 (alto). Asi, si se construyen intervalos o regiones de verosimilitud de nivel de
plausibilidad ¢ con este valor tal que 0 < ¢ < 0.7, el limite superior de estos intervalos
tendria valor infinito. Esto es poco informativo y poco practico pues el problema
central de estimar la abundancia de animales N constituye el proveer limites o cotas
superiores para N. La Figura 3.23 muestra ademds que la cola derecha de R¢ (N; )
estd por encima de la cola derecha de Rp (N; ) por lo que la verosimilitud condicional
es incluso aiin menos informativa que la perfil. Por otro lado, la funcién de verosimilitud
condicional residual perfil relativa, Royesp (N ), tiene informacion sobre N que no esta
contenida en R¢ (N;z).

La Figura 3.24 muestra a la funcién de verosimilitud perfil relativa de N, Rp (N;x),
junto con la ubicacion del emv, N , para el caso de la muestra sin perturbar y la muestra

perturbada. Se observa que al incrementar en una unidad la observacion maxima
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(perturbar la muestra), el valor de N cambia drasticamente con respecto al valor que
tenfa antes de perturbar la muestra. Todo esto se debe a que esta verosimilitud perfil
de N es muy plana. Este es un caso donde no se puede resumir a la funcién de
verosimilitud con un solo punto, tal como el valor donde alcanza su maximo.

Por otro lado, la Figura 3.24 exhibe que Rp (N;z) es altamente robusta frente a
perturbaciones de una unidad en la observacion maxima, y que ademas no es informa-
tiva. Es decir, es robusta porque la forma de la verosimilitud no cambia drasticamente
cuando se perturba la muestra, y no es informativa porque casi todo valor de N en el
rango de valores plausibles de N hacen igualmente probable a la muestra observada.
De hecho N puede ser infinito con alta plausibilidad, Rp (N) es aproximadamente
0.7767 cuando N — oo. Sin embargo, es absurdo pensar que el total de manadas
de impalas que viven en una pequena area geografica del Parque Kruger en Sudéfrica
sea infinito. Es claro que estas verosimilitudes planas no proporcionan una solucién
realista al problema bioldgico.

La Figura 3.25 presenta en la misma grafica a la funcién de verosimilitud perfil y
a la funcién de verosimilitud integrada relativa de N de Carroll y Lombard, Ry (N;x),
con una Beta(a = 0,b=0) (la distribucién uniforme) y con una Beta(a = 1,b = 1).
En esta grafica se observa que, a diferencia de lo plana que es la verosimilitud perfil,
las verosimilitudes integradas crecen rapidamente hasta alcanzar su maximo y luego
decrecen hasta alcanzar niveles de plausibilidad bajos (¢ < 0.1) para valores grandes
de N. Ademads, R; (N;x) con (a,b) = (0,0) tiene cola derecha mds pesada que con
(a,b) = (1,1). En general, la cola derecha de las verosimilitudes integradas depende
de manera explicita del parametro a de la distribucién inicial de p que se elija (véase
Kahn, 1987 y Aitkin y Stasinopoulos, 1989). En consecuencia, la distribucién inicial
de p que se elija influye fuertemente en la estimacién de N que se hara.

Hasta ahora se han descrito los problemas relacionados con la estimacion de N

cuando p es desconocida y el tamano de muestra k es chico. A continuacion se empleara
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la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de N dada en (3.10) para explorar la
robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil N frente a cambios pequenos en el
emv restringido de p.

En la Figura 3.26 se presenta a la funcién de verosimilitud perfil relativa de € dada
en (3.2), R(e), junto con diferentes valores de € que cumplen que R (¢) = ¢, donde
c € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Nétese que esta verosimilitud es aproximadamente
simétrica; es decir, valores de € > 0 (perturbacién hacia la derecha) o valores € < 0
(perturbacién hacia la izquierda) con R (¢) = ¢ son aproximadamente de la misma
magnitud.

La Figura 3.27 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud perfil
relativa e-perturbada de N para los valores de € calculados anteriormente. La funcién
de verosimilitud perfil relativa de NV se obtiene cuando ¢ = 0. Se observa que cuando
la magnitud de la perturbacién € se incrementa entonces también se incrementa la
diferencia entre la forma de la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada y la forma
de la funcién de verosimilitud perfil. Ademas, se observa que la verosimilitud perfil de
N no es robusta frente a cambios pequenos en el emv restringido de p en el sentido
de que cambios pequenos de € provocan grandes cambios en las inferencias sobre N.
Notese que perturbaciones hacia la derecha o hacia la izquierda, de la misma magnitud,
producen verosimilitudes perfil e-perturbadas de N muy similares. Asi, en este caso,
se puede considerar p (N) — €, con € > 0, para perturbaciones de la verosimilitud perfil

de N.

Caso 2 (No robusto): Antilopes de agua

En la Figura 3.28 y 3.29 se presentan la grafica de la funciéon de verosimilitud global
relativa de N y p, R(N,p;x), y la grafica de contornos de R (N, p; z) para los datos de
antilopes de agua. De manera similar al ejemplo anterior, estas graficas muestran que

R (N, p;z) es muy estrecha o angosta. Los contornos de R (N, p; x) son muy alargados.
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Este es otro caso donde se tiene nuevamente el problema de identificabilidad de los
parametros y del modelo Binomial asociado.

La Figura 3.30 presenta en la misma grafica, la funcién de verosimilitud condicional,
perfil y condicional residual de N, R¢ (N;z), Rp (N;x) ¥ Reresp (N ©). Nuevamente,
como en el ejemplo anterior, se observa que Re (N;x) y Rp (N;x) son muy planas. De
hecho, el coeficiente de estabilidad es ¢e = 1.30 y el limite aproximado de la verosimi-
litud perfil de N cuando N — oo es 0.9209 (muy cercana a uno). Se observa ademds
que la cola derecha de R (IV;x) esta por encima de la cola derecha de Rp (IV;x), sin
embargo las inferencias sobre N con ambas funciones son similares. Por otro lado, la
funcién de verosimilitud condicional residual Reyesp (IV; ), tiene informacion sobre N
que no estd contenida en Re (N;x).

La Figura 3.31 muestra a la funcién de verosimilitud perfil relativa de N, Rp (N;x),
junto el emv de N, N , para el caso de la muestra sin perturbar y para la muestra pertur-
bada. Se observa que al perturbar la muestra, el valor de N cambia muy drasticamente
con respecto al valor que tenia antes de perturbar la muestra. Nuevamente, todo esto
se debe a que esta verosimilitud perfil de N es muy plana. Este es otro caso donde no
se puede resumir a la funciéon de verosimilitud solamente con el emv; se requiere de la
funcion de verosimilitud completa.

Por otro lado, la Figura 3.31 nuevamente exhibe que Rp (N; ) es altamente robusta
frente a perturbaciones de la muestra, y que nuevamente resulta ser no informativa.
De hecho N puede ser infinito con alta plausibilidad, Rp (N) es aproximadamente
0.9209 cuando N — oo. Otra vez; es absurdo pensar que el total de antilopes de agua
que viven en una pequena area geografica del Parque Kruger en Sudafrica sea infinito.
Es claro que estas verosimilitudes no proporcionan una solucion realista al problema
bioldgico.

La Figura 3.32 presenta en la misma grafica a la funcién de verosimilitud perfil y

a la funcién de verosimilitud integrada relativa de N de Carroll y Lombard, Ry (N;x),
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con una Beta(a = 0,0 =0) (la distribucién uniforme) y con una Beta(a =1,b=1).
En forma similar al ejemplo anterior, en esta gréafica se observa que ambas integradas
son asimétricas con cola derecha pesada que baja a niveles de plausibilidad pequenos
(¢ <0.1). En contraste, la verosimilitud perfil de N es plana. Nuevamente Ry (N;z)
con (a,b) = (0,0) tiene cola derecha mas pesada que con (a,b) = (1,1). Como se
menciond antes, la cola derecha de las verosimilitudes integradas depende de manera
explicita del pardmetro a de la distribucién inicial de p que se elija.

A continuacién se empleard la funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de N
dada en (3.10) para explorar la robusticidad de la funcién de verosimilitud perfil N
frente a cambios pequenos en el emv restringido de p.

La Figura 3.33 presenta la funcién de verosimilitud perfil relativa de ¢ dada en
(3.2), R (€), junto con diferentes valores de € asociados a una plausibilidad R (¢) = ¢,
donde ¢ € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Nuevamente nétese que esta verosimilitud
es aproximadamente simétrica; es decir, perturbaciones hacia la derecha o hacia la
izquierda que cumplen que R (€) = ¢ son aproximadamente de la misma magnitud.

La Figura 3.34 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud perfil
relativa e-perturbada de N para los valores de e calculados anteriormente. Otra vez se
observa que cuando la magnitud de la perturbacién € se incrementa entonces también se
incrementa substancialmente la diferencia entre la forma de la funcién de verosimilitud
perfil e-perturbada y la forma de la funcién de verosimilitud perfil lo cual indica que
se estd en un caso no robusto. Nuevamente se observa que perturbaciones hacia la
derecha o hacia la izquierda, de la misma magnitud, producen verosimilitudes perfil e-
perturbadas de N muy similares (pero muy diferentes a la perfil). Asi, también en este
caso, se puede considerar p(N) — €, con € > 0, para perturbaciones de la verosimilitud
perfil de N.

En general se concluye que las inferencias sobre N cambian dramaticamente para

valores distintos de € y en particular son muy distintas de la perfil. Esto manifiesta
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que solamente con la muestra observada no se puede hacer inferencia sobre
N. Falta recabar mas informaciéon u observaciones.
En la siguiente seccion se presentan diferentes propuestas de solucién al problema

ecolégico de estimacién de abundancia de animales bajo un modelo Binomial (N, p).

3.4 El problema ecolégico de estimaciéon de abun-

dancia de animales usando un modelo Binomial

(N, p)

Como se ha visto hasta ahora en este capitulo, el modelo Binomial (/V,p) puede con-
ducir a muchos problemas a la hora de querer estimar el parametro N cuando se
desconoce p. Recuérdese que N es la poblacion total de animales en una pequena zona
y p es la probabilidad de observar un animal en una ocasién dada. De hecho, casi
siempre se tienen estos problemas porque en la préactica se cuenta con pocas observa-
ciones (k chico) y la probabilidad de observar un animal suele ser pequena a menos que
se controle y se modifique el mecanismo de observacién. Sin embargo, este modelo se
utiliza ampliamente para estimar abundancia de animales porque los muestreos bino-
miales son méas baratos y rapidos que otros tipos de muestreos, como por ejemplo los
de captura y recaptura. Ademads, otra ventaja de los muestreos binomiales es que son
menos invasivos; es decir hacen menos dano a los sistemas ecoldgicos porque requieren
una menor intervencion del hombre en el habitat del animal. Generalmente se realizan
las observaciones a distancia, desde una avioneta u otro transporte.

Bajo la distribucién Binomial (V,p), una alternativa de solucién al problema de
estimar la poblacion total de animales N en una zona geografica dada es forzar a
través del disenio del mecanismo de observacién a que las observaciones provengan de

un modelo Binomial con p grande. Asi, se estaria en un caso similar al del ejemplo
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Binomial robusto con k chica y p grande de la Seccién 3.2. Alli se tienen inferencias
razonables sobre N y ademads se cuenta con robusticidad de la funcién de verosimilitud
perfil de N frente a cambios pequenos en el emv restringido de p.

Cuando el parametro de interés N representa el tamano de la poblaciéon de animales
en una cierta area geografica, entonces N tiene un nivel logico diferente que p. Esto es,
N es en principio un parametro observable, el nimero actual de animales en una cierta
area geografica. En contraste, el pardmetro p considerado de estorbo es una cantidad
hipotética no observable. Por tanto, resulta incuestionable que en cualquier modelo
que describa a una poblacién de animales N deba ser finito y acotado. A continuacién
se presenta una relaciéon matematica entre la verosimilitud perfil e-perturbada y una
cota superior M para N.

La funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de N, L.p (N;x) dada en (3.10),
esta condicionada a que cualquier emv restringido y perturbado de p, en particular

D (N) — €, sea mayor que cero. Asi, para todo € > 0, se tiene que

t
P(N)—e=——€>0;

Nk
esto implica que
t
N < —.
ek
Definamos a M (¢) = t/ek como una cota superior para N, la poblacién total de

animales en una cierta area geografica. Asi, para cada valor fijo de € > 0, se tiene una
funcién de verosimilitud perfil e-perturbada de N y una cota superior para N, M (e).
Notese que la verosimilitud perfil de N, que se obtiene cuando € = 0, esta asociada a
M (¢) = oco. En la practica decir cudnto vale M no es necesariamente facil para los
ecologos. Depende de muchos factores, el animal, el medio ambiente, el alimento, entre
otros, y el ecélogo debe conocerlos muy bien de cerca.

De lo anterior, se sigue que una propuesta para brindar mayor informacién a los

ecélogos sobre la abundancia de animales N es trazar curvas de verosimilitud perfil
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e-perturbadas con diversas M's asociadas a € tal que R (¢) = ¢, donde ¢ € {0.99, 0.95,
0.90, 0.80, 0.70}. Asi, ecélogos expertos pueden saber cudles M’'s y curvas asociadas
son las mas razonables para los datos y evaluar las consecuencias en la inferencia de
N al cambiar M. Sin embargo, nétese que esto no brinda una soluciéon al problema
de estimacién de abundancia N de animales en el sentido de que dada una muestra
observada no se puede decidir cudl curva perfil e-perturbada es preferible. Sélo se
puede decir que las inferencias dependen fuertemente de las suposiciones. Habria que
recolectar mas observaciones para poder concluir algo sobre .

En ocasiones el eclogo puede contar con més informacién sobre p pues ésta depende
del diseno de muestreo y del procedimiento para observar a los animales. En ese caso
se sugiere comparar graficamente la verosimilitud perfil e-perturbada, L.p (IV;x), con
la verosimilitud integrada de Carroll y Lombard (1985), L; (N;x) dada en (3.16), para
varias previas 7 (p) que sean razonables y que reflejen el conocimiento que se tenga
de p. Aunque no hay una correspondencia uno a uno entre estos dos tipos de curva,
se recomienda lo siguiente: dada una distribucién previa m (p), calcular la L; (N;x)
y luego seleccionar la L.p (N;x) que ajuste mejor a esta verosimilitud integrada. Es
decir, seleccionar el valor de € que haga que la forma de la funcién L.p (N; z) sea similar
a la forma de la funcién L; (N;x), en especial en la parte de la cola derecha de las
curvas. Posteriormente, si el valor seleccionado de € es sustentado por los datos (por
ejemplo que € sea tal que R (¢) > 0.15), y la correspondiente cota superior M (€) para
N es razonable para los ec6logos, entonces se pueden hacer inferencias sobre N a través
de la funcién de verosimilitud integrada o de la funcién de verosimilitud e-perturbada
de N; ambas seran muy parecidas.

Ahora, si el valor seleccionado de € es sustentado por los datos; pero la cota supe-
rior M (€) para N asociada a esta € no es razonable para los ec6logos, entonces esto
se puede interpretar como una discrepancia entre la informacién previa de p y la in-

formacion previa sobre la cota superior M para N. En ese caso, antes de usar alguna
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de estas verosimilitudes para hacer inferencias sobre N es recomendable revisar ambos
supuestos, tanto de la previa como de M.

Por otro lado, si el valor seleccionado de € que ajuste mejor la L.p (N;x) a la
L (N;x) no fuera sustentado por los datos (por ejemplo que € sea tal que R (¢) < 0.15),
entonces esto se puede interpretar como una discrepancia fuerte entre la informacion
previa de p y la informacion paramétrica sobre N y p contenida en la muestra observada.
Recuérdese que la propuesta para seleccionar e consiste en considerar valores de €
que asignen plausibilidad alta a la muestra observada, relativa a la L(N , D), v que
correspondan a moverse un poco del borde mas alto de la superficie de verosimilitud
determinado por la funcién de verosimilitud perfil. Asi, si el valor seleccionado de € no
esta sustentado por los datos, esto equivale a haberse alejado desmasiado de la perfil
de N. En ese caso, es recomendable revisar los supuestos sobre la previa de p.

También se puede actuar de manera inversa; es decir, dada una cota superior M
para N buscar una distribucién de probabilidad previa 7 (p) para p que haga ahora
que la forma de la funcién L; (N;z) sea similar a la forma de la funcién L.p (V; z).
Bajo este procedimiento, si el valor de € asociado a esta cota superior M para N esta
sustentado por los datos (por ejemplo que € sea tal que R (€) > 0.15), y la previa 7 (p)
que haga que la forma de la funcién L; (N;x) sea similar a la forma de la funcién
L.p (N;x) es razonable también para los ec6logos, entonces se puede dar informacion
sobre N a través de la funcion de verosimilitud integrada o de la funcién de verosimilitud
e-perturbada de N, ya que ambas seran muy parecidas. En caso contrario, habra que
revisar los supuestos.

A continuacién se usaran los datos de impalas para ejemplificar los procedimientos
anteriores. Se emplearan estos datos, y no los de antilopes de agua, porque al menos
para ellos se tiene un poco de informacion externa, de un ecélogo experto en mamiferos,

sobre una cota superior M para N.
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3.4.1 Ejemplo de Impalas

La Figura 3.35 presenta el comportamiento de la funcién de verosimilitud perfil relativa
e-perturbada de N para diferentes valores de € asociados a una plausibilidad R (¢) = ¢,
donde ¢ € {0.99, 0.95, 0.90, 0.80, 0.70}. Ademés se presenta la cota superior M (e)
para N asociada con cada valor de €. La funcién de verosimilitud perfil relativa de N
se obtiene cuando R (€) = 1; es decir € = 0 y en este caso la cota superior para N es
infinito, N < M (¢) = 0.

Las curvas e-perturbadas en la Figura 3.35 dan informacién muy distinta unas de
otras. Esto evidencia la dependencia fuerte que tienen en los supuestos sobre M. Por
ello, a menos que se cuente con mucha informacion sobre M certera, no se puede
estimar N a través de estas curvas.

En esta ocasion no se tiene informacién previa sobre p en forma de una distribucion
de probabilidad 7 (p) dada por algin ecdlogo. Sin embargo, con el objetivo de explicar
nuestro procedimiento descrito anteriormente, se empleard como una previa razonable
para p la densidad Beta (a =1,6=1), 7 (p) x p(1—p), propuesta por Carroll y
Lombard (1985), quienes presentaron estos datos. Ellos proponen utilizar el método
de verosimilitud integrada para encontrar un estimador puntual estable de N. Sélo
se fijaron en el valor de N que maximiza la verosimilitud integrada L; (N;z) y no
presentan grafica alguna de esta verosimilitud.

En la Figura 3.36 se presenta, al lado izquierdo, dos densidades Beta(«, ) previas
de p, y al lado derecho de cada densidad previa de p, en la misma grafica, a la corres-
pondiente funcién de verosimilitud integrada relativa de N junto con una verosimi-
litud perfil relativa e-perturbada de N. En el primer caso, se fijo la densidad previa
Beta(a = 1,b = 1) para p de Carroll y Lombard (1985). Luego se calculé la verosimi-
litud integrada correspondiente y se le ajusté una verosimilitud perfil e-perturbada
de N de manera aproximada. Esta verosimilitud perfil e-perturbada esta asociada a

una cota superior de M = 840. En el segundo caso se procedié de manera inversa.
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Se fijo la verosimilitud perfil e-perturbada de N correspondiente a ¢ = 0.0142, donde
R (e = 0.0142) = 0.90, y luego se busco una previa que haga que la integrada se ajustara
a la e-perturbada de manera aproximada. La previa asociada con esta integrada es la
densidad Beta(a = 1.5,b = 2.5).

Esta previa da mayor probabilidad a valores pequenos de p y menor probabilidad
a valores muy cercanos a uno. La Figura 3.36 da a los ecologos expertos informacion
acerca del impacto que tiene la distribucién previa de p en las inferencias sobre N. En
particular, muestra el impacto que tiene sobre la cota superior M para N.

Obsérvese que cuando la distribucién previa de p asigne mayor probabilidad a va-
lores pequenos de p entonces la cola de la verosimilitud integrada se volvera cada vez
mas aplanada. Asi, se requeriran valores de € cada vez mas pequenos para obtener
curvas de verosimilitud e-perturbadas que ajusten bien de manera aproximada a estas
verosimilitudes integradas. En consecuencia, las cotas superiores M = t/ ke asociadas
con estos valores de € seran cada vez mas grandes. Ademas, cuando la previa de p
es proporcional 1/p se tiene que la forma de la integrada es idéntica a la forma de la
verosimilitud condicional, que es muy aplanada en este ejemplo; Aitkin y Stasinopoulos
(1989). En resumen, en los casos no robustos, la inferencia sobre N depende fuerte-
mente de los supuestos que se hagan, ya sea sobre p, a través de su previa, o sobre la
cota superior M (y consecuentemente sobre ¢).

Si bien, la verosimilitud integrada (con Beta adecuada) y la e-perturbada (con € > 0)
pueden arrojar inferencias tales que N sea finita y que sean razonables, estas curvas
no constituyen en si mismas una soluciéon al problema de estimacion de abundancia
de animales. Solamente permiten comparar curvas muy distintas entre si, asociadas
a supuestos diferentes. Habria que recabar m&s observaciones o incluso cambiar el
método de observacién para obtener un caso robusto para asi poder realizar inferencias

sobre N que sean confiables y que se basen en los datos observados.
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3.5 Discusion

La funcién de verosimilitud perfil e-perturbada permite explorar la robusticidad de
la funcién de verosimilitud perfil frente a cambios pequenos en la estimaciéon de los
parametros de estorbo. En este capitulo se ha ejemplificado este uso y se ha mostrado
la utilidad de dicha funcién para reconocer situaciones donde la verosimilitud perfil del
parametro de interés no sea confiable. La funcién de verosimilitud perfil resulta ser un
miembro particular de la familia de funciones de verosimilitud perfil e-perturbada, que
se obtiene cuando € = 0.

El modelo Binomial (N, p) permite ejemplificar situaciones robustas y no robus-
tas en la verosimilitud perfil de N. Como se vi6 en la Seccion 3.3, el modelo Binomial
(N, p) conduce a muchos problemas a la hora de querer estimar el pardmetro N cuando
también p es desconocida. Estos problemas son una consecuencia de tener superficies
de verosimilitud de N y p alargadas y aplanadas. La causa principal de este compor-
tamiento peculiar de la verosimilitud radica en que el modelo Binomial (N, p) es no
identificable en el limite. Cuando N — oo, p — 0 y tal que Np = X es fijo, entonces
se tiene una aproximacion a la distribucion Poisson con media A.

El limite aproximado de la verosimilitud perfil de N cuando éste parametro tiende
a infinito, es un buen indicador de la forma de la perfil de N. Otro indicador es la
terna de valores (ce, ji, k) como ya se menciono.

La verosimilitud perfil e-perturbada pone en evidencia una ventaja, no reconocida
antes, de la funcién de verosimilitud perfil sobre la funcién de verosimilitud condicional.
En particular, permite tomar en cuenta la sensibilidad o robusticidad de la funcién de
verosimilitud perfil frente a cambios pequenos de €. No existe un procedimiento similar
que permita tomar en cuenta la estabilidad o robusticidad de la funcién de verosimilitud
condicional.

Tanto la estimacion puntual de N como los intervalos de verosimilitud perfil de

N pueden resultar absurdos cuando la verosimilitud perfil de N es no robusta. Si
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se desea hacer inferencias razonables sobre N es necesario aumentar el tamano de la
muestra recolectando mas observaciones bajo circunstancias similares y esto puede no
ser practico o posible.

En casos no robustos, se tienen cuatro alternativas para incorporar informacién
adicional a los datos observados que al menos garantizan intervalos de estimacién para

N finitos que no sean absurdos. Estas son:

(a) el enfoque Bayesiano, que agrega informacién adicional sobre N y p a través de

una distribucién de probabilidad conjunta previa para N y p,

(b) la verosimilitud integrada de N, que incorpora informacién adicional sélo sobre p

en forma de una densidad previa para p,

(c) el uso de una cota superior M para N que se incorpora a la verosimilitud perfil

e-perturbada de N,

(d) laseleccién de una o varias € plausibles a través de R (¢) para obtener una o varias

curvas e-perfil perturbadas.

Sin embargo, con todas estas opciones las inferencias sobre N dependen fuertemente
de los supuestos que se hagan y generalmente son muy distintas e incluso contradictorias
entre si.

El modelo Binomial se usa ampliamente en ecologia porque los muestreos binomia-
les son menos invasivos; es decir hacen menos danio a los sistemas ecolégicos porque
requieren una menor intervencién del hombre en el habitat del animal. Ademé&s su
implementacién es de costos menores que otras alternativas. A la luz de esto, una
propuesta de solucién al problema ecoldgico de estimacion de abundancia de animales
usando un modelo Binomial (N, p) es lograr que con alta probabilidad el mecanismo
de observacién sea tal que sea razonable suponer que el parametro p sea grande. Asi,

se estaria en un caso similar al del ejemplo Binomial robusto con k chica y p grande

90



de la Seccion 3.2, donde se pueden realizar inferencias razonables sobre N y ademas
se cuenta con robusticidad de la funcion de verosimilitud perfil de N frente a cambios
pequenos en el emv restringido de p.

Una segunda propuesta es cambiar el diseno de muestreo para poder usar un modelo
distinto y asi tener un caso robusto con alta probabilidad. Asi se evitan los problemas
del modelo Binomial para estimar N. Un ejemplo de modelos no probleméaticos son
los probabilisticos considerados para captura y recaptura (Moran, 1951). Sin embargo,
esto implica cambiar el diseno del experimento y esto queda fuera del contexto de esta

tesis.
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Figura 3.1: Verosimilitud perfil relativa de € para los datos de garrapatas en ovejas. Valores

de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.2: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de 0 para los datos de garrapatas en ovejas

e intervalos del 15% de verosimilitud asociados.
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Figura 3.3: Funcién de verosimilitud perfil de p para los datos de niveles méximos anuales

del mar en Port Pirie.
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Figura 3.4: Superficie de verosimilitud relativa R (ey, €g) para los datos de niveles méximos

anuales del mar en Port Pirie.
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Figura 3.5: Contornos de R (&,,€3) para los datos de niveles méximos anuales del mar en

Port Pirie. Se marcan (*) los puntos (&5, €3) que seran utilizados para la perturbacion.
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Figura 3.6: Port Pirie: Verosimilitud perfil y ocho verosimilitudes perfiles e-perturbadas de

 correspondientes a los contornos de R (e5,€3) = 0.99 mostrados en la Figura 3.5.
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Figura 3.7: Port Pirie: Verosimilitud perfil y ocho verosimilitudes perfiles e-perturbadas de

p correspondientes a los contornos de R (€5, €3) = 0.95 mostrados en la Figura 3.5.
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Figura 3.8: Port Pirie: Verosimilitud perfil y ocho verosimilitudes perfiles e-perturbadas de

p correspondientes a los contornos de R (e5,€3) = 0.90 mostrados en la Figura 3.5.
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Figura 3.9: Port Pirie: Verosimilitud perfil y ocho verosimilitudes perfiles e-perturbadas de

p correspondientes a los contornos de R (e5,€3) = 0.80 mostrados en la Figura 3.5.
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Figura 3.10: Port Pirie: Verosimilitud perfil y ocho verosimilitudes perfiles e-perturbadas

de p correspondientes a los contornos de R (&, €g) = 0.70 mostrados en la Figura 3.5.
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Figura 3.11: Funcién de verosimilitud global de N y p para los datos simulados con N = 100,
k=1,000y p=0.2.
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Figura 3.12: Contornos de la funcién de verosimilitud globalde N y p para los datos simulados

con N =100, £k =1,000y p=0.2.
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Figura 3.13: Verosimilitud perfil relativa de € para los datos simulados con N = 100, k =

1,000 y p = 0.2. Valores de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.14: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de N para los datos simulados con N = 100,

k=1,000y p=0.2. Valores de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.15: Funcién de verosimilitud perfil, condicional y condicional residual perfil de N

para los datos simulados con N =100, £ = 1,000 y p = 0.2.

Figura 3.16: Funcién de verosimilitud global de N y p para los datos simulados con N = 100,
k=5yp=0.2.8.
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Figura 3.17: Contornos de la funcién de verosimilitud globalde N y p para los datos simulados

con N=100, k =5y p=0.8.
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Figura 3.18: Verosimilitud perfil relativa de € para los datos simulados con N = 100, k =5

y p = 0.8. Valores de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.19: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de N para los datos simulados con N = 100,

k =5y p=0.8 e intervalos del 15% de verosimilitud asociados.
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Figura 3.20: Funcién de verosimilitud perfil, condicional y condicional residual perfil de N

para los datos simulados con N =100, k =5y p=0.8.
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Figura 3.21: Funcién de verosimilitud global de N y p para los datos de impalas.
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Figura 3.22: Contornos de la funcién de verosimilitud global de N y p para los datos de

impalas.
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Figura 3.23: Funcién de verosimilitud perfil, condicional y condicional residual perfil de N

para los datos de impalas.
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Figura 3.24: Funciones de verosimilitud perfil de N al perturbar la muestra, (5 = 26 (—)

a T(s) = 27 (- - -), para los datos de impalas.
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Figura 3.25: Funcién de verosimilitud perfil e integrada de N para los datos de impalas.
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Figura 3.26: Verosimilitud perfil relativa de e para los datos de impalas. Valores de € con

alta plausibilidad c.
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Figura 3.27: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de N para los datos de impalas. Valores

de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.28: Funcién de verosimilitud global de N y p para los datos de antilopes.
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Figura 3.29: Contornos de la funcién de verosimilitud global de N y p para los datos de

antilopes.
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Figura 3.30: Funcién de verosimilitud perfil, condicional y condicional residual perfil de N

para los datos de antilopes.
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Figura 3.31: Funciones de verosimilitud perfil de N al perturbar la muestra, (5 = 72 (—)

axE) =13 (- - -), para los datos de antilopes.
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Figura 3.32: Funcién de verosimilitud perfil e integrada de N para los datos de antilopes.

110



0.9f

0.8

0.1f

R(e=0)=1

R(¢=0.0017 )= 0.99

R(e=0.0041)= 0.95

R(¢ = 0.0062 )= 0.90

R(g=0.0098 )= 0.80

R(¢=0.0131)=0.70

0 Il Il
-0.07 -0.05 -0.03

Il
-0.01

Il
0.01

Il
0.03

Il
0.05

0.07

Figura 3.33: Verosimilitud perfil relativa de e para los datos de antilopes. Valores de € con

alta plausibilidad c.
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Figura 3.34: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de N para los datos de

de € con alta plausibilidad c.
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Figura 3.35: Verosimilitudes perfil e-perturbadas de N correspondientes a distintos valores

de € con plausibilidad ¢ y asociados a una cota superior M para N para los datos de impalas.
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Figura 3.36: A la izquierda se presenta la densidad previa Beta de p. A la derecha se muestra,
en la misma gréfica, la correspondiente verosimilitud integrada (—-—) y la verosimilitud perfil

e-perturbada de N (—) para los datos de impalas.
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Capitulo 4

Uso de la verosimilitud perfil para
simplificar la inferencia de un

parametro de interés

4.1 Introduccion

En este capitulo se mostrard como la verosimilitud perfil puede ayudar a simplificar
enormemente las inferencias sobre un parametro de interés. En general, es recomen-
dable dar dichas inferencias de la manera algebraicamente més simple y clara. Aqui se
considerard, a manera de ejemplo, el problema de hacer inferencia sobre el parametro
de confiabilidad en el modelo tensién-fuerza a través de la verosimilitud perfil.

En general, la confiabilidad de un componente electrénico es la capacidad que tiene
para realizar y mantener sus funciones en circunstancias normales de trabajo, asi como
en circunstancias hostiles o inesperadas. Con frecuencia se reporta en términos de la
probabilidad de que el componente no falle.

El modelo tensién-fuerza (‘stress-strength’) es una abstraccion matematica de la

confiabilidad de un componente. En este modelo la confiabilidad de un componente
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se puede evaluar en términos de las variables aleatorias X y Y, donde X representa
la tension que se ejerce sobre el componente y Y representa la fuerza que tiene el
componente para soportar la tensiéon. Si la tension excede o sobrepasa a la fuerza del
componente (X >Y'), entonces el componente fallard. En caso contrario, el compo-
nente no falla. Asi, la confiabilidad del componente es la probabilidad de que no falle,
la cual se representa a través del pardmetro fijo y desconocido § = P (X < Y) al cual
se le llama parametro de confiabilidad.

Por definicién, # = P (X < Y') toma valores en el intervalo [0, 1] y valores grandes de
éste parametro (cercanos a uno) son buenos porque significan que con alta probabilidad
el componente soporta la tensién. En contraste, valores pequenos de 6 (cercanos a cero)
son muy malos. En términos de las densidades de X y de Y valores grandes o pequenos
de 6 significan que éstas densidades se intersecan muy poco. Por otro lado, cuando 6
toma valores cercanos a 0.5 entonces las densidades de X y de Y se intercecan casi por
completo.

Birnbaum (1956) presenté esta idea por vez primera y posteriomente la desarro-
llaron en Birnbaum y McCarty (1958) la desarrollaron. Sin embargo el término tension-
fuerza aparece por primera vez en Church y Harris (1970). El desarrollo de la proba-
bilidad y de la estadistica para los modelos tension-fuerza, durante las dltimas cuatro
décadas, se resume de manera muy completa en el libro de Kotz et al. (2003). En este
libro se presentan muchos resultados tedricos sobre el modelo tension-fuerza; asi como
algunas de sus aplicaciones en la industria, la economia y la medicina.

Aunque nuestra motivacién para hacer inferencia sobre el parametro = P (X <Y')
es el modelo tensién-fuerza, existen otros escenarios o contextos donde este parametro
resulta ser de interés. Por ejemplo, cuando X y Y son variables aleatorias que represen-
tan el Indice de Masa Corporal (IMC) de mujeres y hombres en una regién especifica,
o cuando representan el tiempo de vida de un componente electrénico fabricado por

dos proveedores distintos, etc. Por esta razon, en lo que sigue de este capitulo se con-
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siderara el problema general de hacer inferencia sobre el parametro § = P (X <Y)
basados en dos muestras independientes observadas x = (z1,...2,) Y ¥ = (Y1, -+, Ym),
con n y m no necesariamente iguales, a través de la funcién de verosimilitud perfil, sin
estar forzosamente bajo un modelo de tensién-fuerza. Cuando los tamanos de muestras
sean iguales tampoco se supondréd que se tienen datos pareados.

El problema de hacer inferencia sobre el parametro de confiabilidad § = P (X <Y),
cuando X y Y son variables aleatorias con funcion de densidad conjunta de probabi-
lidad f (-; ), donde ¢ € R¥ es un vector de parametros desconocidos, ha sido amplia-
mente discutido en la literatura estadistica, Tong (1974, 1975), Chao (1982), Reiser y
Guttman (1986), Kundu y Gupta (2005), Adimari y Chiogna (2005), Gupta y Kundu
(2007), etc. El enfoque usual para abordar este problema es calcular estimadores pun-
tuales eficientes para 6, por ejemplo estimadores de maxima verosimilitud, estimadores
insesgados de minima varianza, estimadores de Bayes, etc. Ademas, se calculan in-
tervalos de confianza a través de cantidades pivotales, cuando es posible, o intervalos
de confianza asintdticos. Poco o casi nada se ha hecho desde el enfoque de verosimili-
tud. Es decir, no se ha considerado a la funcion de verosimilitud perfil de 6 completa,
sino que solo el valor donde alcanza su maximo, el estimador de maxima verosimilitud
(emv), para hacer inferencia sobre el pardmetro de confiabilidad 6.

En este capitulo se considera el problema de estimacion estadistica del pardmetro
0 = P(X <Y) a través de la funcién de verosimilitud perfil de este pardmetro de
interés para dos casos muy basicos, ampliamente estudiados e importantes. El primero
es cuando X y Y son variables aleatorias independientes con funcién de densidad

exponencial; el segundo caso es cuando X y Y son normales.
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4.2 Caso Exponencial

Supdngase que X y Y son dos variables aleatorias independientes con funcion de densi-
dad fx (z;0) = (1/a)exp (= z/a)y fy (y;3) = (1/ B) exp (— y/ 8), donde o, B € R*
y son parametros fijos y desconocidos. Se tiene interés en hacer inferencias sobre el
pardmetro § = P(X < Y;q,3) basados en dos muestras independientes observadas
x=(x1,..2,) Y Yy = (Y1, ..., Ym) Provenientes de fx (z;a) v fy (y;a), respectivamente.

Por definicién § = P(X < Y;«, 3) se puede calcular como

o-rix<vias) = [ [ foGuenie<pd, @)

donde fxy (z,y;, ) es la densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y) y I(-) es
la funcién indicadora. Como X y Y son variables exponenciales independientes, en-
tonces son no negativas y su distribucion conjunta es el producto de sus distribuciones,
fxy (x,y;0,0) = fx (z;a) fy (y; 8). Asi, el pardmetro de interés 6 dado en (4.1) se

puede escribir como

o = /0 /0 Fx (2:0) fy (y: B) dady

= /Om{/oyfx(x;a)dx}fy(y;ﬁ)dy

— /0 Fx (y; @) fy (y; 8) dy,

donde Fx (-; ) es la funcién de distribucién de X. Entonces, el pardmetro de interés

o= [[r-ew (-1)] e (-4 = 57 (4.2

Para interpretar el pardmetro de interés § = P (X < Y;«,3) en términos de los

es

tiempos medios de vida « y [ de las variables X y Y, es conveniente escribir (4.2) de

la siguiente forma:
1
a-
1+ -
p

0 —
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Nétese que el cociente o/ § es siempre mayor que cero porque « y /3 son mayores que
cero. Asi, valores grandes de 6 (cercanos a uno) se conseguiran cuando el cociente o/ 3
sea cercano a cero. Esto ocurrird cuando el tiempo medio de vida de Y, E[Y] = 3, sea
grande en comparacién con el tiempo medio de vida de X, E [X] = a. En contraste,
valores pequenos de 6 (cercanos a cero), se conseguiran cuando el cociente o/ [ sea
grande. Esto ocurrird cuando (3, sea pequeno en comparacién con a. Por otro lado,
6 tomard valores cercanos a 0.5 cuando el cociente a/ 3 sea cercano a uno. Esto
ocurrira cuando « y ( tengan valores muy parecidos. La siguiente tabla ejemplifica

estas situaciones.

Tabla 4.1. Comportamiente del parametro 6 para

diferentes valores del cociente «/ 3.

a=E[X]|B=E]Y]| o/ |60=P(X<Y)
10 990 0.0101 0.99
10 190 0.0526 0.95
10 90 0.1111 0.90
10 56.67 0.1765 0.85
10 40 0.25 0.80
10 30 0.3333 0.75
10 23.33 0.4286 0.70
10 15 0.6667 0.60
10 10 1 0.50

En la Figura 4.1 se presentan las graficas de las densidades de X y de Y corres-
pondientes a valores de 8 = 0.95, 0.90, 0.75, 0.60 dados en la Tabla 4.1. Esto con el
objetivo de mostrar la informacién que proporciona el parametro § = P (X <Y) en
términos de las densidades de X y Y.

Valores de 6 cercanos a uno significan que la densidad de Y tiene una cola derecha
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mas pesada que la densidad de X, y que el traslape de ambas densidades es pequeno.
De manera andloga, se sigue que valores pequenos de # significan que ahora la densidad
de X tiene una cola derecha mas pesada que la densidad de Y, y que nuevamente el
traslape de ambas densidades es pequeno. Por otro lado, valores de 6 cercanos a 0.5
significan que ambas densidades se traslapan mucho. De hecho, § = 0.5 se obtiene

cuando o = 3. Es decir, cuando X y Y tienen la misma densidad.

a=10, f=190, 6=P[X<Y]=0.95

a=10, =90, 8=P[X<Y]=0.90

Densidad
Densidad

a=10, =30, 6=P[X<Y]=0.75

< fX(Z;a)

Densidad
Densidad

0 50 100 150 200 250 300 100 150 200 250 300

Figura 4.1: Funciones de densidad de X y de Y correspondientes a valores de 6§ = 0.95, 0.90,
0.75, 0.60 dados en la Tabla 4.1.

En la siguiente seccién se presenta una breve revision de diferentes enfoques es-

tadisticos empleados para hacer inferencia sobre el pardmetro de interés 6 dado en
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(4.2).

4.2.1 Enfoques comiinmente usados para inferencias sobre el

parametro § = P(X <Y)
Estimacion puntual

En la literatura estadistica varios autores centran su atencién en constuir estimadores
insesgados de minima varianza (iminvar) para 6, en aproximar el error cuadratico medio
del emv de 0, ecm(@) =F (5— 6)? o en construir cotas superiores para éste, Tong (1974,
1975), Kelley et al. (1976), Sathe y Shah (1981), Chao (1982), Jana (1997), Kotz et
al. (2003). Por ejemplo, Tong (1974) presenté el emv de 6,

. 4.3
T+Yy (4:3)
donde
1L L&
x—ﬁ Ty y y_azym
i=1 i=1
y el estimador iminvar para 6,
~ n,m,nx, my), si my < nz,
QQ <n7 m)nja mg) ) si mg > nj;?
donde ) -
— I'(a)T (b) d\'"
b,c,d) = -
(abc, ; Tla—i—)L(b+i+1) \c)
S (@T () ey
b, c, d) (-)
(@bed)=> (- a—i—z)F(b—i) d

=0

Chao (1982), bajo la reparametrizacién del modelo exponencial correspondiente a
E[X] = 1/o/ y E[Y] = 1/#, utilizé la expansién en series de Taylor de (4 — 6)

alrededor de (Z — 1/ ') y (§ — 1/ 3) para calcular, solamente cuando n es igual a m,
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la siguiente expresion asintética para el ecm(b\),
ecm(@) =22 (1 +7) 44t (2r =) (r=2)(147) "n 240 (n™?), (45)

donde 7 = o// 3. Nétese que &’ = 1/7 y B/ = 1/y son los estimadores de maxima
verosimilitud de o/ y ', respectivamente. Entonces, estimando 7 con 7 = @’ / El =y/z
y reemplazando 7 en (4.5) se obticne el siguiente estimador para el ecm(f) dado en
(45),

2 =em(@) =272 (14+7) "n ' 4472 (2F - 1)F-2)(1+7) *n 2 (4.6)
Recientemente, Kotz et al. (2003, pag. 20-22) calculd el estimador iminvar de la

varianza de 6 dado en (4.4),

52:‘//6””(\@) 5 (n_1)(n_2)(m_1)(m_2)H(n,m,§:,gj), (4.7)

n2m2‘fn— lgm—l

donde H (n,m,Z,y) esta dada por la siguiente integral miltiple

wy + w n—3 Wa + W m—3
H (n,m,z,y) = //// (:E — #) (gj — M) dw dwedwsdwy,
W n m

(4.8)

donde
W = {(wq, wa, w3, wy) : w1 + wy < NT, wz+ wy < my,

0<w <ws, 0<wy < wy}.
En general, la integral en (4.8) no tiene una forma matematica cerrada y se tiene que
calcular de forma numérica. Nétese que ésta no es una taréa facil y puede demandar
mucho tiempo y esfuerzo. Hay que integrar numéricamente un polinomio de grado
(n — 3) (m — 3), que puede ser muy alto, sobre una regién restringida W C R*.
Los resultados mostrados en esta secciéon son de interés porque, como se vera mas
adelante en esta misma seccion, dan la base para construir intervalos de confianza

asintéticos para 6.
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Intervalos de confianza a través de una cantidad pivotal

La distribucién exponencial es uno de los casos excepcionales donde se pueden construir

intervalos de confianza para 6 a partir del pivotal

-1

mb (1 — 6)
no (1 —5)

que, bajo la reparametrizacién del modelo exponencial correspondiente a E[X] =

¢= |1+

1/a' y E[Y] = 1/ 3, tiene una distribucién Beta con pardmetros conocidos n y m.
Par ver que ¢ tiene dicha distribucion, basta notar que se puede escribir como ¢ =
a'nz/ (a'nZ + 'my), donde o/nz y 3'my tienen distribucién Gamma con pardmetros
(n,1) y (m, 1), respectivamente. Asi, a partir de esta cantidad pivotal, un intervalo de

confianza del 100 (1 — ) % para 6 es

P __mba, <0< _mbe | =1-7 (49
n(l—0)(1—q)+mbq n(l —0) (1 — q2) + mbgs
donde ¢, y ¢ satisfacen que
I‘]l (n7m) o IQ2 <n7 m) =1-7, (41())

y donde
_I'n+m) [* ., 1l

Nétese que el intervalo de confianza para 6 dado en (4.9) es valido para cualquier
n 'y m. Por otro lado, para calcularlo se necesita resolver la ecuacién (4.10) para ¢,
Yy @2. Sin embargo, esta ecuacién no tiene una solucion tnica. La gente que usa este
enfoque busca el intervalo de confianza para 6 de nivel v que tenga minima longitud;
es decir, se tiene que resolver la ecuacién (4.10) restringiéndose a que la distancia
entre ¢; y g2 sea minima. Kotz et al. (2003, padg. 37) comentan que este problema
de optimizacién numérica frecuentemente no es trivial y proponen reemplazar estos

intervalos de confianza por intervalos de confianza asintéticos.
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Intervalos de confianza asintoticos

Kotz et al. (2003) presentan dos intervalos de confianza asintéticos para 6. Ambos
intervalos son simétricos, uno alrededor de 0 y el otro alrededor de 5, y tienen proba-

bilidad de cobertura aproximada de 1 — ~. El primero es
0 €0+ 2,0, (4.11)

donde 2, es el cuantil (1 — v/ 2) de una distribucién normal estandar, 0 es el estimador

2 es el estimador iminvar de la varianza de 6 dado en

iminvar de ¢ dado en (4.4), y &
(4.7). Kotz et al. (2003), proponen estos intervalos en (4.11) y dan una nota de
advertencia sobre el esfuerzo nimérico substancial que se requiere para calcularlos,
incluso con las facilidades computacionales modernas.

El segundo intervalo propuesto por Kotz et al. (2003) es para el caso de tamano de

muestras iguales n = m. Este intervalo es
0€l+ 2,0, (4.12)

donde 6 es el emv de 6 dado en (4.3) y ° es un estimador del ecm(a) dado en (4.6).

Aqui se desea resaltar que en general, los intervalos de confianza simétricos pueden
ser muy enganosos ya que pueden sub o sobre estimar al pardmetro de interés si la
funcién de verosimilitud presenta una fuerte asimetria. La varianza de un estimador
por si sola no incorpora informacion acerca de la asimetria de la verosimilitud o de su
forma.

A continuacion se presenta la seccion central de este capitulo donde se presenta la
propuesta de inferencia del parametro de interés 6 a través de su funcién de verosimi-

litud perfil completa.
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4.2.2 Inferencia sobre # a través de la verosimilitud perfil

La funcién de verosimilitud global de o y 3 es

Lo Biwy) oo [T fx i) T v (s ) (4.13)

= a*nﬁfmexp {— <%j + %ﬂ)] .

Como el pardametro 6 es el pardmetro de interés, conviene reparametrizar la verosimi-
litud (4.13) en términos de este pardmetro. Para hacerlo, se despeja o de (4.2) en

términos de 6 y (. Esto es,
(4.14)

Entonces, la funcién de verosimilitud global de 6 y [ se obtiene reemplazando «
en (4.13) por « (0, ) dado en (4.14). Asi, la verosimilitud queda en funcién de los
parametros (6, 3).

po s o« (4500 e (- [+ 2

_ (%)n G e {—% [my + 91(?3;_ my)} } . (4.15)

En este caso, el emv restringido de 3 para cada valor especificado de 6 es

= MY+ 0(nT —my)
616) = (n+m)(1-06)

(4.16)

Por tanto, la funcién de verosimilitud perfil de 6 se obtiene reemplazando 3 por B(Q)

en (4.15)

B 0 \" [my+0(nz—my] "™
- (1_9) [ (n+m)(1L—0) exp | (n+m)]
x 0" (1—0)"[my+ 0 (nt —mg)] "™ (4.17)
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Obsérvese que si (4.13) se hubiera reparametrizado en términos de (0, «), y se
hubiera calculado la funcién de verosimilitud perfil de 6, entonces se hubiera llegado a
la misma expresion matematica para la perfil de # dada en (4.17) porque la verosimilitud
perfil de 6 es invariante frente a la reparametrizacion que se elija para los pardmetros
de estorbo.

Para hacer inferencias sobre el parametro de interés 6 conviene graficar la funcién de
verosimilitud perfil relativa de 6 para evaluar su asimetria y su localizaciéon. También se
recomienda marcar el emv y los intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = .036, .15 y .25.
Como se vio en la Seccion 1.5, estos intervalos de verosimilitud tienen una probabilidad
de cobertura aproximada del 90%, 95% y 99%, respectivamente. Se resalta aqui que
el calculo computacional de la perfil de 6, del emv y de los intervalos de verosimilitud-

confianza es muy sencillo, facil y rapido hacer.

Asimetria de la verosimilitud perfil

Como se vera mas adelante, en la seccién de ejemplos, la verosimilitud perfil de 0 suele
ser muy asimétrica para muestras pequenas. Las siguientes cantidades, que se pueden
calcular una vez que se observa la muestra, proporcionan una medida de la asimetria

y lo grueso de las colas de una funciéon de verosimilitud perfil de 6,

T 1 .3
Fy(0) = | —log Lp (0 I2 4.18
3(0) 557 1% P )9:9_ ; (4.18)
y . _
Fi(0) = | =—log Lp (0 -2 419
4(0) | 997 8 P )925_ P (4.19)

donde I es la informacién observada de Fisher (véase Sprott 2000, pag. 165). Si
la funcién de verosimilitud de 6 es simétrica y acampanada entonces F3 y Fj seran
cercanas a Cero.

Para el caso exponencial, estas cantidades F3 y F) son
2 [n—i—(n—i—m) (1—35)}

nm (n +m)

F3(0) = (4.20)
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R0 = — 0 [0152 — e (1 - 5) Yo (1 - 5)2] , (4.21)
nm (n+m)
donde ¢; = 3m? + 3nm 4+ n?, ¢y = 2m? + 6nm + 2n? y c5 = m + 3nm + 3n?.
Noétese que para muestras pequenas, como ocurre en la practica, F3 dado en (4.20)
y Fy dado en (4.21) pueden tomar valores grandes dando evidencia de una fuerte

asimetria de la funcién de verosimilitud perfil de 6, Lp (0;z,y) dada en (4.17). Por

ejemplo,

(a) Sin =m = 8 entonces Fg(b\) =—147y F4(/9\) = —2.54.

-~ ~

(b) Sin =8y m =4 entonces F3(0) = —1.60 y Fy(f) = —3.13.

para 0 =0.99 :

Aqui, Lp (0;z,y) es altamente asimétrica con respecto al emv 0. Ademas, Lp (0;z,y)
correspondiente al caso (b) es mas asimétrica que la perfil de 6 correspondiente al caso
(a). Al parecer tener tamanos de muestra diferentes ocasionan una mayor asimetria en
la verosimilitud perfil de 6.

Como Lp (0;z,y) suele ser muy asimétrica para muestras pequenas, entonces inter-
valos de confianza simétricos basados en  resultan enganosos porque valores implausi-
bles de 6 pueden estar incluidos en el intervalo, asi como también se pueden excluir otros
valores plausibles de #. En la siguiente seccion se muestra el uso de reparametrizaciones
uno a uno § = ¢ (6) para simetrizar la verosimilitud de 0 y asi poder usar resultados
asintéticos en términos de este parametro que si sean razonables. Todo esto con el fin
de usar la eficiencia asintética del emv § y la propiedad de invarianza de la verosimili-
tud, § = § ' (-), para construir intervalos de verosimilitud-confianza para 6 que tengan

una forma matematica cerrada y que también sean faciles de calcular.

Estimacion de maxima verosimilitud

La cantidad uy = (/9\— 0) \/I_g surge de manera natural al desarrollar en series de Taylor

el logaritmo de la verosimilitud alrededor del emv como se mostré en el Capitulo
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1, Seccion 1.7.6. Resulta ser una cantidad aproximadamente pivotal que es lineal
en el parametro y que converge en distribuciéon a una normal estandar. Cuando la
verosimilitud es simétrica alrededor del emv, este resultado asintético puede usarse
para la muestra finita en cuestién como una buena aproximacion. Como se ejemplificd
anteriormente en (a) y (b), la verosimilitud puede ser muy asimétrica; sin embargo es
posible que una transformacién § = ¢ (¢) pueda simetrizarla y con ello resulta entonces
creible y razonable decir que ug es aproximadamente normal estdndar para las muestras

observadas. De hecho se mostrara que la transformacion

log L , sin=m
1—-0

0 r i
(m) s S1n 7£ m,

, ayuda a esta misién. Entonces, la cantidad us = (5— 0)\/I; la

(4.22)

-3 (n+m)
n—m
cual es lineal en ¢, le puede heredar a los intervalos de verosimilitud de ¢ una confianza

donde r =

aproximada a través de su distribuciéon normal. Ademas, por la propiedad de inva-
rianza de la verosimilitud se consiguen inmediatamente los intervalos de verosimilitud-

confianza para 6 reparametrizando de regreso a través de (4.22).

Diseno balanceado del experimento (n =m): Al considerar la transformacién

d =log (6/ (1 — 0)) se obtiene tras realizar algunos calculos que

RO =" oy B = % (4.23)

nn (n+m)

Entonces la funcién de verosimilitud de ¢ es simétrica alrededor de ¢, aproximadamente
normal y en consecuencia es razonable suponer que la funcién lineal us = (6 — 6)\/1'_3

sigue una distribucién normal estandar. Nétese que para el ejemplo (a):

‘ Sin transformacion Con transformacién

-~ -~ -~

F3(0) = —1.47, Fy(0) = —254 | F3(6) =0, F,(0)=.125.
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Ahora, como 0 = log(y/%) y I; = n/2 entonces los intervalos de verosimilitud-
confianza aproximados de nivel de verosimilitud ¢ y confianza aproximada del 100(1 —

v)% son

-1

1

2 ?
+ z
fexp ( 27/2\/;>

donde 2,5 es el cuantil /2 de una distribucién normal estandar.

e |1+ (4.24)

|

o~

Es claro que si n # m entonces F3(0) en (4.23) es diferente de cero y esta transfor-
macion ya no simetrizaria a la verosimilitud. A continuacion, se muestra cual seria la

reparametrizacion apropiada de 6 para el caso n # m.

Diseno no balanceado del experimento (n # m): Si se considera la transfor-

macién 6 — (0/(1—6))"", donde r — —{"F ™)

, entonces se obtiene tras realizar
(n—m)

algunos calculos que
N ~ 2/1 1 13
F3(0)=0 Fi0)=——4+— .
5(9) v Fi) 9(n+m+n—|—m>

Igual que antes, la funcién de verosimilitud de § es aproximadamente normal y en con-

secuencia la funcion lineal us = (6 — 6)/I5 es aproximadamente una variable aleatoria

normal estdandar. Nétese que para el ejemplo (b):

Sin transformacion Con transformacién

-~ ~ o~ o~

F3(0) = —1.60, Fy(0) = —3.13 | F3(8) =0, Fy(0) = —.157.

~

~—2
Ahora, como 6 = (5/2)"" y I = nmr?§ /(n+m) entonces los intervalos de
verosimilitud-confianza aproximados de nivel de verosimilitud ¢ y confianza aproxi-

mada del 100 (1 — ) % son

-1

e |1+ (4.25)

K<
VR
—_

H
W

2
~
[N~}
S | =
£
+
2
~_
5

128



donde z, /5 es el cuantil 7/2 de una distribucién normal estandar.

En la Seccion 4.2.4 se efectiia un estudio de simulacion para verificar que los inter-
valos de verosimilitud-confianza aproximados para 6 dados en (4.24) y en (4.25), tienen
una cobertura aproximada del 100 (1 — 7) %. Por otro lado, éstos intervalos tienen una
estructura algebraica muy simple y son faciles de calcular. Sobre todo, en contraste
con los que se proponen en la literatura estadistica en la actualidad que requieren un
esfuerzo computacional muy grande (cuando n es diferente de m).

A continuacién se presenta un ejemplo con datos reales donde se calculan estos in-
tervalos de verosimilitud-confianza aproximados para 6 y se comparan con los intervalos

exactos obtenidos a partir de la gréafica de la verosimilitud perfil de 6.

4.2.3 Ejemplo: Datos de tiempos de vida de un fluido aislante

Los datos en la Tabla 4.2 fueron tomados de Nelson (1990, pag.129) y seran utilizados
para ejemplificar el uso de la funcion de verosimilitud perfil para hacer inferencias sobre
el pardmetro de interés # = P (X < Y'). Estos datos son tiempos de vida (en minutos)
de un fluido aislante trabajando a dos niveles distintos de voltaje, 36 kV y 30 kV.
Nelson (1990) considera una distribucién Weibull para modelar los tiempos de vida del

fluido aislante,

1
f(z N8 = %905_1 exp (—Xxé) , 2>0, A>0, £>0.

Sin embargo, comenta que no es posible rechazar la hipétesis de que el pardametro
de forma ¢ de la distribucion Weibull sea igual a uno. Notese que la distribucién
exponencial se obtiene como caso particular de la distribucién Weibull cuando £ = 1.
De hecho, para los datos de tiempos de vida correspondientes a 36 kV (X)), la razén de
verosimilitud entre el mejor modelo Weibull (cuyos emv son h) x = 3.6519, EX = 0.8892)
y el mejor modelo Exponencial (cuyo emv es ax = 4.6060) es 1.24. Para el caso de 30

kV (Y), la razén de verosimilitud entre el mejor modelo Weibull (cuyos emv son /):y =
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100.2067, EY = 1.0588) y el mejor modelo Exponencial (cuyo emv es BY = 75.7818) es
1.03. Ademas, la grafica cuantil-cuantil presentada en la Figura 4.2 sustenta que una
distribucion exponencial es razonable para estos datos. Es importante comentar aqui
que se simularon muestras de tamano n = 15y m = 11 provenientes de una distribuciéon
Exponencial de parametros ax = 4.6060 y BY = 75.7818, respectivamente. Se observo
que las gréficas cuantil-cuantil obtenidas a partir de los datos simulados fueron muy
parecidas a las mostradas en la Figura 4.2. Estas graficas no son presentadas aqui. Por
todo esto, en este ejemplo se considerara a la distribucién exponencial como un modelo

parsimonioso para modelar el tiempo de vida del fluido aislante en ambos niveles.

Tabla 4.2. Tiempos de falla de un fluido aislante.

X (36kV) Y (30kV)
1 0.35 7.74
2 0.59 17.05
3 0.96 20.46
1 0.99 21.02
5 1.69 22.66
6 1.97 43.40
7 2.07 47.30
8 2.58 139.07
9 2.71 144.12
10 2.90 175.88
11 3.67 194.90
12 3.99
13 5.35
14 13.77
15 25.50
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Figura 4.2: En (a) y en (b) se presentan las graficas cuantil-cuantil para los datos de tiempos

de falla de un fluido aislante trabajando a 36kV y 30kV, respectivamente.
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La Figura 4.3 muestra la grafica de la funcién de verosimilitud perfil relativa de
correspondiente a (4.17), Rp (6), los intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = 0.036,0.15
y 0.25 y la ubicacién del emv de 6, 0 = 0.9427. Se observa claramente que la funcién
de verosimilitud relativa de 6 es asimétrica con cola pesada a la izquierda. Ademaés,

valores del parametro 6 menores a 0.8 y mayores que 0.99 son implausibles.
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=
T
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€=0.036: 0.8559 < @ <0.9797

[e=]
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1 1 1 1
0.84 0.88 0.92 0.96 1
g

Figura 4.3: Verosimilitud perfil relativa de 6 para los datos de tiempos de falla de un fluido

aislante de la Tabla 4.2.

En la Tabla 4.3 se presentan los intervalos de verosimilitud-confianza para 6 ob-
tenidos a partir de la grafica de verosimilitud de 6 (trazando una linea horizontal en
la grafica de Rp (0;x,y) a una distancia ¢ paralela al eje #). También se muestran
los intervalos aproximados de verosimilitud-confianza para 6 obtenidos a través de

la estimacién de méxima verosimilitud dados en (4.25). Se observa que los limites
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superiores e inferiores de ambos intervalos son casi iguales.

Tabla 4.3. Estimacion por intervalos para 6.

Verosim. relativa | Confianza aprox. | Int. verosimilitud | Int. aprox. normal
c=0.25 0.90 (0.8952,0.9701) (0.8964,0.9697)
c=0.15 0.95 (0.8842,0.9734) (0.8847,0.9733)
c=0.036 0.99 (0.8559,0.9797) (0.8586,0.9792)

Obsérvese que el emv de # es cercano a uno, 9 = 0.9427. Esto significa que la
densidad de Y (30kV) tiene una cola derecha mas pesada que la densidad de X (36kV),

y que el traslape de ambas densidades es pequeno (véase la Figura 4.4).

a=4.6060, f=75.7818, G=P[X<Y]=0.9427
T T T

0.2

0.16(

Densidad
o
&
N

o

o

©
T

0.04

\ .
200 250 300

Figura 4.4: Funcién de densidad estimada de X y de Y con los datos de tiempos de falla de
un fluido aislante de la Tabla 4.2.
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4.2.4 Simulaciones

Se llevé a cabo un estudio de simulacién para verificar las probabilidades de cobertura
de los intervalos de verosimilitud-confianza aproximados para € dados en (4.24) y en
(4.25). Adicionalmente, para el caso de tamanos de muestras iguales, se compararon
las probabilidades de cobertura de (4.24) con la del intervalo propuesto por Kotz et
al. (2003) dado en (4.11). Sélo se comparan las probabilidades de cobertura de estos
intervalos porque ambos estan disponibles para tamanos de muestras iguales, y tienen
en comun una forma matematica cerrada y simple.

El estudio se realiz6 de la siguiente manera. Para valores fijos de o y 3 se simularon
muestras exponenciales de tamano n y m, respectivamete. Luego, segin el caso (n = m
o n # m), se calcularon los intervalos dados en (4.11), (4.24) y (4.25). Después se
revisé que los intervalos calculados incluyeran o no el verdadero valor del parametro
0 que depende de v y de [y se muestra en (4.2). Las probabilidades de cobertura
de estos intervalos fueron estimadas con las coberturas empiricas observadas en 10,000
iteraciones del proceso anterior.

Las Tablas 4.4 a 4.11, que se presentan al final de este capitulo, muestran las
probabilidades de cobertura de los intervalos de verosimilitud-confianza aproximados
y del intervalo asintético de Kotz et al. (2003) para los niveles de confianza del 90%,
9%5% y 99% (v = .1,.05,.01), y para diferentes combinaciones de a y [ que pro-
ducen valores de # iguales a .70,.90,.95 y .99. En la Tabla 4.4 y 4.5 se reportan
las probabilidades de cobertura obtenidas para tamanos de muestra grandes e iguales
(n,m) = (50,50), (100, 100), respectivamente. En la Tabla 4.6 y 4.7 se reportan las
probabilidades de cobertura obtenidas para tamanos de muestra grandes pero diferen-
tes (n,m) = (50,100), (100, 50), respectivamente. En la Tabla 4.8 y 4.9 se presentan
las probabilidades de cobertura obtenidas para tamanos de muestra pequenos e iguales
(n,m) = (4,4),(8,8), respectivamente. Por tltimo, en la Tabla 4.10 y 4.11 se mues-

tran las probabilidades de cobertura para tamanos de muestra pequenos pero diferentes
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(n,m) = (4,8), (8,4), respectivamente.

Los resultados de la simulacién muestran que para tamanos de muestra grandes,
iguales o diferentes, y para diferentes combinaciones de « y [, las probabilidades de
cobertura de ambos intervalos fueron un poco mayores o iguales que el nivel de confi-
anza esperado, salvo unas pocas excepciones donde fueron un poco menores pero atin
muy aceptables.

Para tamanos de muestra pequenos, iguales o diferentes, y para diferentes combi-
naciones de a y [, las probabilidades de cobertura de los intervalos de verosimilitud-
confianza aproximados de 6 estuvieron un poco por debajo de la probabilidad de cober-
tura esperada pero con niveles también muy aceptables. Sin embargo, en todos los casos
donde n fue igual a m y los valores de € fueron iguales a 0.5 y 0.7, los intervalos de
verosimilitud-confianza aproximados tuvieron una probabilidad de cobertura superior
a la del intervalo asintético de Kotz et al (2003). También se observé que en todos
los casos donde n fue igual a m y los niveles de confianza esperados fueron de 95% vy
99%, los intervalos de verosimilitud-confianza aproximados tuvieron una probabilidad

de cobertura superior o igual a la del intervalo asintético de Kotz et al. (2003).

4.3 Caso Normal

En la seccién anterior se considerd el problema de estimacién estadistica del parametro
0 = P(X <Y) a través de la funcién de verosimilitud perfil de este pardmetro de
interés cuando X y Y son variables aleatorias independientes con funciéon de densidad
exponencial. En esta seccion, se considerara el mismo problema pero cuando X y Y
son normales.

Supéngase que X y Y dos variables aleatorias normales e independientes N (y,, 02)

y N (,uy, 03), donde (,ux, Ty Hys O'y) es un vector de parametros desconocidos. Se supone

ademés que las medias y varianzas poblacionales no son necesariamente iguales. Se

135



tiene interés en hacer inferencias sobre el pardmetro § = P (X < Y') basados en dos
muestras independientes observadas z = (z1,..%,) Y ¥ = (Y1, -, Ym) de N (p,,02) vy
N (uy, 03), respectivamente. En este caso, n 'y m tampoco tienen que ser necesariamete
iguales.

Como X y Y son variables aleatorias normales e independientes entonces el paré-

metro de interés § = P (X < Y') se puede expresar como

) = P(X<Y)

- P(X-Y <0)
\o3i+ o Vo3 to;
= ®(n), donden= Mty e (4.26)

2 2
\V oz + 0oy
y ® es la funcion de distribucién acumulada normal estandar.

Obsérvese que por la propiedad de invarianza de la verosimilitud, el emv de 6 es

v (Ag, 0, Ty, a,) son los estimadores de maxima verosimilitud de (4, o, Ly oy). N6-
tese que 1, = 7 y ji, = § son las medias muestrales y
1 n 1 m
~2 N2 N2 12
%gzl(l’i—x) y yEE(yi—y)-
1= 1=

4.3.1 Enfoques usuales para inferencias sobre 0

De manera similar al caso exponencial presentado en la secciéon anterior, en la literatura
estadistica muchos autores han centrado su atencién en construir estimadores iminvar
para 6 para diversas situaciones, como por ejemplo: a) cuando todos los pardmetros
en el modelo, (,uz,az,uy,ay), son desconocidos, Downton (1973), b) cuando p, y o,
son pardmetros conocidos, Mazundar (1970), Woodward y Kelley (1977), ¢) o cuando

oy Y b, O 05y 0y son conocidos, Ivshin y Lumelskii (1995).

136



Desde el enfoque de estimacién por intervalos, Church y Harris (1970) calcularon
limites inferiores de confianza aproximada para € para el caso particular de p, y o,
conocidos. Ellos muestran que la estadistica T = (y — p,)/ \/02 +3§ se distribuye
asintéticamente normal con media 1 dada en (4.26), y varianza o2, que depende de los
pardmetros desconocidos fi, y o,. Entonces, obtienen que la P[0 > @ (t — z,07)] =
1 — v, donde z, es el cuantil v de una distribucién normal estandar. Para calcular el
limite inferior de confianza para # reemplazan o7 por un estimador or.

Reiser y Guttman (1986) también calcularon limites inferiores de confianza aproxi-
mada para 6; pero consideraron el caso general donde todos los pardmetros (p,, 0.,

fy; 0y) son desconocidos. Ellos muestran que la estadistica W = Z\/ M , donde

52 4 mo o

T (y —7) y]\?:”_l% m—1""
no o m o I Ly’
\/n—10”+m—10y n—1%" 1%

se distribuye aproximadamente como una variable aleatoria ¢t de Student con

grados de libertad y con pardmetro de centralidad nV M. Asi, el limite inferior de

confianza para 7 es el valor n* que satisface la siguiente ecuacién:
P i (5 VAT) < W] =1+

En general, esta ecuacién sélo se puede resolver numéricamente. Entonces el limite
inferior del 100 (1 —7) % para 6 es ® (n*). Es decir; P[0 > ® (n*)] =1 — 1.
Weerahandi y Johnson (1992) consideran el problema de prueba de hipdtesis de una
cola, Hy : 0 < 6y versus Hy : 0 > 0y. Ellos utilizan una prueba de p-valor generalizado
definida por Tsui y Weerahandi (1989). En general, esta prueba estd definida en

términos de una variable de prueba y una regién critica generalizada. La variable de
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prueba es de la forma T (Z;z, ), y es una funcién de una variable aleatoria Z, del
valor observado Z = 2z y de un parametro de estorbo A\. Ademads, esta variable debe
de cumplir que: a) T (Z = z;z,A) no dependa de A, b) la distribucién de T (Z;z, \)
tampoco dependa de A, ¢) la P [T (Z;z,\) > t;6] sea no decreciente como funcién
del parametro de interés € para todo valor de z y A fijo. La regién critica es de
la forma C,(A\) = {Z : T (Z;2z,A\) > 0}, y es una funcién del valor observado z y
del parametro de estorbo A. Asi, dadas las condiciones anteriores, el p-valor de esta
prueba es p = P[Z € C, () ;0 = 6y], y se puede calcular puesto que no depende del
parametro de estorbo .

Weerahandi y Johnson (1992) basan su prueba en el siguiente p-valor generalizado:

pP= 1-F Gn+m—2 ’

B 1-B

donde G es la funcién de distribucion acumulada t de Student con v = n+m — 2 grados

de libertad y parametro de no centralidad

m (1 — B)&> + nBs>
< ()= 90\/ (1— B)3" + B3 B
z Y

La esperanza se toma con respecto a B que se distribuye como una Beta [(m — 1)/ 2,
(n —1)/2]. Ademds, comentan que es posible utilizar este p-valor para construir in-
tervalos de confianza para 6.

Este es un caso donde la verosimilitud perfil no ha sido considerada para hacer
inferencias sobre el parametro de interés #. A continuacién se usara la funcion de

verosimilitud perfil de 6§ completa para hacer inferencia sobre este parametro.
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4.3.2 Uso de la verosimilitud perfil para inferencias sobre 6

La funcién de verosimilitud global de (um, Ty Hys ay) es

n 1 1 (z; — 21 m 1 1 o 2
L(Hmax,uy,(fy;w,y) X Ha—exp [——(x—'ux)] Ha_exp [__M]

i=1 2 o j=1"Y 2 %
n m 1 - 2
x 0, 0, €Xp _WZ (mz :U:r) +
T 4=1
I & 2
— > - m)’| (4.27)
Y i=1

Como el parametro 0 es el parametro de interés, conviene reparametrizar la verosimi-
litud (4.27) en términos de este pardmetro. Para hacerlo, se despeja p, de (4.26) en

términos de 6 y (033, [y ay). Esto es,

[y = I, (9, Ty Hys ay) = [, — O (0) (/o2 + o2, (4.28)

donde ®~! es la inversa de la funcién de distribucién acumulada normal estandar.

Entonces, la funcién de verosimilitud global de 6 y (Ux, ,uy,ay) se obtiene reem-
plazando p, en (4.27) por u, (0, T iy, ay) dado en (4.28). Asi, la verosimilitud queda
en funcion de los pardametros (0, Ty Hys ay).

-n_—m 1 - - 2
L(@,U,ﬂ,uy,ay;x,y) x o,"0, exp{—EE[xi—uy+@ 1(0),/0%—1—03 +

_% (i — uy)Q} _ (4.29)

1=1

< N

En este caso, la funcién de verosimilitud perfil de # se puede obtener maximizando

numéricamente (4.29) sobre (az, Iy ay) para cada 0 fija,

Lp(0;x,y) x max L (G,Jw,,uy,ay;x,y) . (4.30)

y‘yval‘yoyle
Sin embargo, nétese que esta expresion general de la perfil de 8 se puede simplificar de

la siguiente forma. El emv restringido de y, para cada valor fijo de los otros parametros
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(0,0,,0,) tiene una férmula matemadtica cerrada dada por

= (g mgos + nxo, +n® " () oy /02 + o2
1y, (0,04,0,) = mo?2 + no? ' (4.31)
z v

Por tanto, otra expresion equivalente pero més simple para calcular la funciéon de
verosimilitud perfil de 6 dada en (4.30), se obtiene reemplazando u, en (4.29) por
t, (0,04,0,) dado en (4.31), y luego maximizando numéricamente sobre (0,,,) para

cada 6 fija,
Lp (0;x,y) x max L [9, Oosfhy (0,04,0y),0y; x,y] ) (4.32)

Tar0yl0

Cabe senalar aqui que en la literatura estadistica, en algunas situaciones se plantean
problemas inferenciales en términos de una funcién uno a uno de 0, ¢¥» = 1) (), y no
directamente en términos de 6. Por ejemplo, ¥ () = &1 (§) = 1. En estos ca-
sos, ¥ es el nuevo parametro de interés y la funcién de verosimilitud perfil de este
parametro se obtiene, por la propiedad de invarianza de la verosimilitud frente a
reparametrizaciones uno a uno, sustituyendo simplemente 6 = 6 (¢)) en la verosimili-
tud global L (9, Ty Hyy Oy T y) dada en (4.29), y maximizando numéricamente sobre
(ax, uy,ay) para cada 1 fija. Noétese, que nuevamente por la propiedad de invari-
anza de la verosimilitud, el emv restringido de i, para cada valor fijo de (¢, 0,,0,)
se obtiene reemplazando ¢ = 6 (¢) en p, (0,0,,0,) dado en (4.31), 1, (¥,0,,0,) =
ty, [0 =0 (), 0.,0,). Por tanto, la funcién de verosimilitud perfil de ¢ se puede ex-
presar como

LP (¢7 x7y) > max L [0 =0 (¢) 70-.?)/7“3/ <¢7 Og, Jy) 70y; Imy} : (433)

o, oylY
Como en la seccién anterior, para hacer inferencias sobre el parametro de interés
f se recomienda graficar la funcién de verosimilitud perfil relativa de este pardametro
y marcar el emv y los intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = .036,.15 y .25 que
estdn asociados a una probabilidad de cobertura aproximada del 90%, 95% y 99%,

respectivamente. Otra vez se observa aqui que el calculo computacional de la perfil,
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del emv y de los intervalos de verosimilitud-confianza es muy sencillo, facil y rapido

hacer si se adopta a la verosimilitud perfil como herramienta de trabajo.

4.3.3 Ejemplos
Ejemplo 1: Datos experimentales de motores de cohetes.

La idea basica tras un cohete de combustible liquido es bastante sencilla. Un com-
bustible y un oxidante, ambos en estado liquido, son introducidos en una camara
de combustién y encendidos. Por ejemplo, el Transbordador Espacial usa hidrégeno
liquido como su combustible y oxigeno liquido como el oxidante. Los gases calientes
producidos por la combustién escapan rapidamente a través de la tobera cénica, pro-
duciendo asi el impulso. Uno de los principales factores para el buen funcionamiento
del motor de un cohete es la presiéon en la camara de combustion que este motor genera.
Asi, si X es una variable aleatoria que representa la presién dentro de la camara de
combustién de un motor de cohete (‘stress’) y Y es otra variable aleatoria que repre-
senta la fuerza que tiene la cdmara para soportar presion (‘strength’). Entonces, una
medida de la confiabilidad del motor del cohete es § = P (X <Y).

En la Tabla 4.3 se presentan n = 24 observaciones de la presiéon dentro de la camara
de combustién de un motor de cohete (X) trabajando a una alta temperatura, 59
grados centigrados, junto con m = 17 observaciones de la fuerza que tiene la cdmara
para soportar presiéon (Y'). Estos datos fueron reportados por Guttman, Johnson,

Bhattacharyya, y Reiser (1988).
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Tabla 4.3. Datos experimentales de motores de cohetes.

Presién al Fuerza para resistir
operar (X) explosiones internas (V)

1 7.74010 15.30
2 7.77490 17.10
3 7.72270 16.30
4 7.77925 16.05
5 7.96195 16.75
6 7.44720 16.60
7 8.07070 17.10
8 7.89525 17.50
9 8.07360 16.10
10 7.49650 16.10
11 7.57190 16.00
12 7.79810 16.75
13 7.87640 17.50
14 8.19250 16.50
15 8.01705 16.40
16 7.94310 16.00
17 7.71835 16.20
18 7.87785

19 7.29040

20 7.75750

21 7.31960

22 7.63570

23 8.06055

24 7.91120
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Guttman et al. (1988) suponen que ambas variables, X y Y, son normales e inde-
pendientes. Ellos comentan que por confidencialidad, no es posible proporcionar mas
detalles acerca de estos datos y del experimento. La grafica cuantil-cuantil presentada
en la Figura 4.5 sustenta la suposicion de normalidad como razonable. Los emv de
los pardmetros de ambos modeles son: i, = 7.7888, 7, = 0.2327, 1, = 16.4853 y
o, = 0.5664.

@

Cuantil Observado

7.2 7.42 7.64 7.86 8.08 8.3
Cuantil Teérico Estimado

(b)
17.8

=
~
N
[es)
T
|

16.76 . 7

16.24} . i

Cuantil Observado

15.72f 7

i5.2 15.72 16.24 16.76 17.28 17.8
Cuantil Teérico Estimado

Figura 4.5: En (a) y en (b) se presentan las graficas cuantil-cuantil para los datos de motores

de cohetes X y Y, respectivamente.
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Cabe senalar aqui que Weerahandi y Johnson (1992) consideran estos datos y

plantean la hipdtesis
Hy : 0 <0.999999 versus H; : 6 > 0.999999,
o equivalentemente
Hy :n <4.75059 versus Hy : mp > 4.75059,

donde n = @1 (). Ellos rechazan esta hipétesis con un p-valor de 0.0000042. Ademés,
proporcionan un intervalo aproximado del 95% de confianza para 7, [9.52, 17.67].

En este ejemplo se considerard que el parametro de interés es 1. Esto con el objetivo
de comparar los resultados obtenidos por Weerahandi y Johnson (1992) con los que
se obtendran a través de la verosimilitud perfil. La Figura 4.6 muestra la grafica de
la funcién de verosimilitud perfil relativa de n, Rp (n;x,y), correspondiente a (4.33),
donde ¢ (6) = & () = 1. Ademds, se presentan los intervalos de verosimilitud de
nivel ¢ = 0.036,0.15 y 0.25 y la ubicaciéon del emv de n, 7 = 14.2021. Se observa
claramente que la funciéon de verosimilitud relativa de n es simétrica con respecto al
emv 7). Ademads, valores del pardametro  menores a 7 y mayores que 21 son altamente
implausibles.

En la Tabla 4.4 se presentan los intervalos de verosimilitud-confianza para n obte-
nidos a partir de la verosimilitud perfil relativa de n, Rp (1;z,y), junto con los niveles

de confianza correspondientes.

Tabla 4.4. Intervalos de verosimilitud-confianza para 7.

Verosim. relativa | Confianza aprox. | Int. verosim. exacto
c=0.25 0.90 (10.6984, 17.7196)
c=0.15 0.95 (10.1164, 18.3016)
¢ =0.036 0.99 (8.8586, 19.6345)
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Figura 4.6: Verosimilitud perfil relativa de n para los datos de motores de cohetes de la

Tabla 4.3.

Noétese que los limites del intervalo de verosimilitud-confianza para n correspon-
diente a una cobertura aproximada del 95%), obtenidos con la verosimilitud perfil de 7,
y los limites del intervalo dado por Weerahandi y Johnson (1992), [10.0955, 18.3266] y
[10.1164, 18.3016], son similares. Por otro lado, en la Figura 4.6 se observa que valores
de 1 menores que 4.75059 son extremadamente implausibles a la luz de la muestra
observada. Asi, se tiene una fuerte evidencia en contra de la hipotesis considerada por
Weerahandi y Johnson (1992). Al parecer, el esfuerzo computacional que demanda el
célculo del intervalo de Weerahandi y Johnson (1992), basado en método de p-valor
generalizado, es mayor que realizar un simple corte de la funcién de verosimilitud perfil
relativa Rp (1;2,y).

Por otro lado, como 0= (n = 14.2021) es un valor muy cercano a uno, esto
significa que las densidades estimadas correspondientes a X y a Y se encuentran muy
separadas (se traslapan muy poco). Ademads, la densidad de X se encuentra localizada

hacia la derecha de la densidad de Y (véase la Figura 4.7).
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Figura 4.7: Funcién de densidad estimada de X y de Y con los datos de motores de cohetes

de la Tabla 4.3.

Ejemplo 2: Datos del Indice de Masa Corporal (IMC) en México

El indice de masa corporal (IMC), se calcula facilmente a partir de la estatura h en
metros y el peso w de una persona, IMC=w/h* A nivel mundial, el IMC es uno de
los estandares de mayor uso entre los médicos para definir a la obesidad y al sobrepeso,
ya que es barato, facil de obtener y de interpretar. Debido a la existencia de un
dimorfismo sexual en las mediciones del cuerpo y de los niveles de distribucion de
grasa en mamiferos, cominmente se estudian las poblaciones de hombres y mujeres
por separado.

Supdngase que se desea comparar el IMC de los hombres con el de las mujeres en
una poblacién determinada. Se tiene interés en conocer cudl es la probabilidad de que
el IMC de las mujeres sea menor que el de los hombres. Asi, si X y Y son variables

aleatorias que representan el IMC de las mujeres y de los hombres en la poblacion de
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estudio, respectivamente, entonces el pardmetro de interés es § = P (X <Y).

En este ejemplo se considera como poblacion de estudio a las personas mayores de
18 anos, hombres y mujeres, que se atienden en el Hospital Aranda de la Parra en
Ledén, Guanajuato, México con la médico internista Dra. Yolanda Méndez Romero. Se
cuenta con 285 observaciones del IMC de mujeres (X) y 605 observaciones del IMC de
hombres (Y'). Se desea hacer inferencias sobre el parametro § = P (X < Y') basadas en
estos datos. Cabe senalar aqui que analisis estadisticos preliminares de ellos indicaron
que el supuesto de normalidad tanto para X como para Y es poco razonable puesto
que siguen distribuciones asimétricas. Debido a que para poblaciones afro-americanas
con distribucion con forma similar del IMC se empled la familia de densidades de
transformaciones de Box y Cox (1964) exitosamente, se decidié también considerar a
esta familia para describir a los datos de mexicanos (véase Lopez, 2004).

Si W es el IMC de un grupo poblacional, se supondra que su densidad es

w/\_l 1 (/\) 2
flwi\ o) = oy O 52 [w™ — 1] b L0,00) (w)
donde R
w™ — 1
Inw (A=0),

y WX sigue una distribucién aproximadamente normal con media p y varianza o2.

Obsérvese que como las transformaciones asociadas son monétonas y tanto hombres
como mujeres se transformaron con la misma A, entonces el pardmetro de interés 6
no sufre ningin cambio, § = P(X <Y) = P [X()‘) < Y(A)}. Es decir, se selecciond
la misma transformacion )\ tanto para X como para Y y se vié que esto fuese
sensato para los datos. Esta seleccién se hizo a través de la verosimilitud perfil de A,
que se muestra en la Figura 4.8. Se eligio el valor A = —0.4 porque tiene una plau-
sibilidad razonablemente alta en ambos casos, R (A = —0.4;x) = 0.20 para mujeres y

R (XA = —0.4;y) = 0.28 para hombres. La gréfica cuantil-cuantil del IMC transformado
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con A = —0.4 para hombres y para mujeres se muestra en la Figura 4.9. Se observa

que el supuesto de normalidad es razonable en ambos casos.
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Figura 4.8: Verosimilitud perfil relativa de A para los datos del IMC de mujeres y hombres

de Ledén, Guanajuato.
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Figura 4.9: En (a) y en (b) se presentan las graficas cuantil-cuantil para los datos del IMC
transformado con A = —0.4 para mujeres y hombres, respectivamente.

En la Figura 4.10 se presentan las funciones de densidad estimadas para el IMC de
las poblaciones de hombres y mujeres en Leén, Guanajuato. Se observa que la densidad
estimada de la poblacién de hombres se encuentra desplazada un poco hacia la derecha
con respecto a la densidad estimada de la poblaciéon de mujeres; sin embargo las colas
derechas de ambas densidades casi coinciden.

La Figura 4.11 muestra la grafica de la funcion de verosimilitud perfil relativa de 6,
correspondiente a (4.32). Ademads, se presentan los intervalos de verosimilitud de nivel
¢ =0.036,0.15 y 0.25 y la ubicacion del emv de 6, 0 = 0.5756. Se observa que la funcién
de verosimilitud relativa de 6 es simétrica con respecto al emv 0. También, que valores

del parametro 6 menores a 0.5215 y mayores que 0.6282 son altamente implausibles.

0.12

0.1r
<«— Hombres

0.08-

Densidad
o
o
=

0.04r-

0.02-

IMC

Figura 4.10: Funcién de densidad estimada del IMC para la poblacién de mujeres y hombres

en Leén, Guanajuato.
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Figura 4.11: Verosimilitud perfil relativa de 6 para los datos del IMC de personas mayores
de 18 anos, mujeres y hombres, que se atienden en el Hospital Aranda de la Parra en Ledn,

Guanajuato, México.

4.4 Conclusiones generales

Resulta sorprendente que la verosimilitud perfil, un método estadistico simple y comuin-
mente usado en la estimacion por separado de un parametro de interés en presencia de
otros de estorbo, no haya sido considerada con anterioridad para realizar inferencias
sobre el pardmetro de interés § = P (X < Y') descrito en este capitulo.

Las inferencias sobre 6 via la funcién de verosimilitud perfil son muy simples y
pertinentes incluso cuando se tienen muestras pequenas. Maés aun, los intervalos a-
proximados de verosimilitud-confianza propuestos en esta tesis para 6, obtenidos a
partir del uso de reparametrizaciones normalizadoras de la funcién de verosimilitud
perfil, tienen una estructura algebraica muy simple, tienen buenas coberturas y son

mucho mas faciles de calcular que las alternativas existentes en la literatura.
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La funcion de verosimilitud perfil es muy flexible en el sentido que si se desea hacer
inferencias sobre otro parametro que se relaciona a través de una funcién uno a uno
con 6, s6lo se requiere una reparametrizacién de la verosimilitud en términos de este
nuevo parametro de interés.

Estos resultados muestran que la verosimilitud perfil es una alternativa inferencial
muy prometedora y eficiente para estimar el parametro # en forma muy simple en el

contexto descrito.
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Tabla 4.4. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra grande e igual.

M=10000 Intervalos
n=m=>50 Verosimilitud-Confianza Kotz et al. (2003)
(1-7) 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
« J6] 0
0.10 0.10 0.50 0.8952 0.9486  0.9906 0.8872  0.9421  0.9866
0.23 0.70 0.8979  0.9501  0.9893 0.8917  0.9423  0.9861
1.90 0.95 0.9005 0.9501  0.9887 0.9063 0.9481  0.9844
9.90 0.99 0.8985 0.9469  0.9875 0.9105 0.9472  0.9806
0.50 0.50  0.50 0.8969 0.9481 0.9889 0.8882  0.9403  0.9850
117 0.70 0.8964  0.9483  0.9899 0.8914  0.9445 0.9854
9.50 0.95 0.8975  0.9487  0.9892 0.9044 0.9480 0.9834
49.50  0.99 0.9016  0.9493 0.9924 0.9101  0.9527  0.9853
1.00 1.00  0.50 0.8994  0.9501  0.9867 0.8924  0.9438  0.9829
2.33  0.70 0.8970  0.9480  0.9893 0.8911  0.9406  0.9848
19.00 0.95 0.8965 0.9465 0.9884 0.9035 0.9470 0.9837
99.00  0.99 0.8945 0.9475 0.9877 0.9068 0.9488 0.9819
5.00 5.00 0.50 0.8968  0.9472  0.9900 0.8911  0.9404  0.9859
11.67  0.70 0.8958 0.9464  0.9886 0.8893 0.9405 0.9841
95.00 0.95 0.9013 0.9492 0.9881 0.9061  0.9508  0.9830
495.00 0.99 0.8955 0.9454  0.9889 0.9088  0.9517  0.9829
20.00 20.00 0.50 0.9030 0.9484  0.9891 0.8954 0.9422  0.9851
46.70  0.70 0.8965 0.9467  0.9893 0.8917 0.9433  0.9853
380.00 0.95 0.9048 0.9512  0.9889 0.9105 0.9516  0.9838
1980.00  0.99 0.9020 0.9505 0.9897 0.9138 0.9534 0.9861
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Tabla 4.5. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra grande e igual.

M=10000 Intervalos
n=m=100 Verosimilitud-Confianza Kotz et al. (2003)
(1-7) 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
« J6] 0

0.10 0.10 0.50 0.8995 0.9501  0.9908 0.8963 0.9463 0.9893
0.23 0.70 0.8959  0.9471  0.9919 0.8943 0.9458  0.9892
1.90 0.95 0.8956  0.9498  0.9885 0.9025 0.9493 0.9871
9.90 0.99 0.9058 0.9518  0.9882 0.9105 0.9522  0.9859
0.50 0.50  0.50 0.9003 0.9516  0.9907 0.8958  0.9491  0.9888
1.17  0.70 0.9016  0.9498  0.9891 0.8982  0.9472  0.9877
9.50 0.95 0.9035 0.9484 0.9881 0.9056  0.9472  0.9853
49.50  0.99 0.8988 0.9490 0.9893 0.9037 0.9490 0.9847
1.00 1.00  0.50 0.9005 0.9489 0.9887 0.8963  0.9465 0.9872
2.33  0.70 0.8979  0.9493  0.9895 0.8954 0.9462  0.9866
19.00 0.95 0.8988  0.9480  0.9894 0.9046 0.9496  0.9855
99.00  0.99 0.8974  0.9492  0.9905 0.9065 0.9504 0.9863
5.00 5.00 0.50 0.8978  0.9507  0.9908 0.8939  0.9472  0.9894
11.67  0.70 0.8969  0.9477  0.9867 0.8959 0.9449  0.9859
95.00 0.95 0.8993 0.9509 0.9917 0.9051 0.9522  0.9881
495.00 0.99 0.9035 0.9522  0.9903 0.9082 0.9506 0.9868
20.00 20.00 0.50 0.8992  0.9482  0.9892 0.8964 0.9450 0.9873
46.70  0.70 0.8968  0.9484  0.9901 0.8948 0.9462  0.9870
380.00 0.95 0.8961  0.9459  0.9896 0.9032  0.9477  0.9866
1980.00  0.99 0.8991  0.9500  0.9878 0.9074 0.9507  0.9858
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Tabla 4.6. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra grande y diferente.

M=10000
Intervalo de verosimilitud-confianza
n=>50 y m=100
(1=7) 0.90 0.95 0.99
« Jé] 6
0.10 0.10  0.50 0.8979  0.9460 0.9885
0.23 0.70 0.8972  0.9472  0.9904
1.90 0.95 0.8959 0.9474 0.9879
9.90 0.99 0.8982  0.9462 0.9901
0.50 0.50  0.50 0.8952  0.9489  0.9897
1.17  0.70 0.9023  0.9499 0.9894
9.50 0.95 0.8947 0.9488 0.9901
49.50 0.99 0.9000 0.9482 0.9876
1.00 1.00  0.50 0.8970  0.9487  0.9889
2.33  0.70 0.9005 0.9488 0.9883
19.00 0.95 0.8958 0.9460 0.9867
99.00 0.99 0.8992 0.9465 0.9897
5.00 5.00 0.50 0.8982  0.9484  0.9887
11.67  0.70 0.8999 0.9490 0.9878
95.00 0.95 0.8990 0.9484 0.9901
495.00  0.99 0.9037  0.9497  0.9901
20.00 20.00 0.50 0.9007 0.9489  0.9895
46.70  0.70 0.9006 0.9531  0.9908
380.00 0.95 0.9046  0.9513  0.9905
1980.00  0.99 0.8970 0.9491 0.9885
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Tabla 4.7. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra grande y diferente.

M=10000
Intervalo de verosimilitud-confianza
n=100 y m=50
(1=7) 0.90 0.95 0.99
« Jé] 6
0.10 0.10  0.50 0.8972  0.9497 0.9916
0.23 0.70 0.8986  0.9479  0.9898
1.90 0.95 0.9009 0.9514 0.9912
9.90 0.99 0.8982  0.9504 0.9908
0.50 0.50  0.50 0.8984 0.9500 0.9903
1.17  0.70 0.9021  0.9503 0.9881
9.50 0.95 0.8972 0.9485 0.9885
49.50 0.99 0.9023  0.9494  0.9897
1.00 1.00  0.50 0.9016  0.9529  0.9902
2.33  0.70 0.8994 0.9470 0.9889
19.00 0.95 0.9041  0.9492 0.9914
99.00 0.99 0.9016 0.9522  0.9917
5.00 5.00 0.50 0.9010 0.9527  0.9919
11.67  0.70 0.8965 0.9491 0.9901
95.00 0.95 0.9006 0.9513  0.9907
495.00  0.99 0.9010 0.9462  0.9887
20.00 20.00 0.50 0.8940 0.9483 0.9893
46.70  0.70 0.9022  0.9528 0.9888
380.00 0.95 0.9028  0.9509 0.9897
1980.00  0.99 0.8961  0.9495 0.9908
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Tabla 4.8. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra pequefio e igual.

M=10000 Intervalos
n=m=4 Verosimilitud-Confianza Kotz et al. (2003)
(1) 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
« J6] 0

0.10 0.10 0.50 0.8823 0.9355 0.9828 0.8397 0.8943 0.9511
0.23 0.70 0.8789  0.9326  0.9790 0.8442  0.8941  0.9507
1.90 0.95 0.8763 0.9318  0.9804 0.8981 0.9235 0.9550
9.90 0.99 0.8821 0.9350 0.9823 0.9052 0.9291 0.9554
0.50 0.50  0.50 0.8774 0.9335 0.9824 0.8390 0.8894 0.9494
117 0.70 0.8759  0.9313  0.9809 0.8433 0.8938 0.9510
9.50 0.95 0.8790 0.9327  0.9809 0.9047 0.9289 0.9561
49.50  0.99 0.8784 0.9333 0.9816 0.9031 0.9257 0.9540
1.00 1.00  0.50 0.8820  0.9337  0.9809 0.8378  0.8928  0.9480
2.33  0.70 0.8809 0.9364  0.9820 0.8489 0.9004 0.9532
19.00 0.95 0.8844 0.9361  0.9836 0.9017 0.9302 0.9578
99.00  0.99 0.8842 0.9384 0.9840 0.9091 0.9335 0.9602
5.00 5.00 0.50 0.8877  0.9368  0.9809 0.8419 0.8995 0.9522
11.67  0.70 0.8880 0.9364  0.9832 0.8542 0.9036  0.9537
95.00 0.95 0.8822 0.9320 0.9807 0.9026  0.9258  0.9550
495.00 0.99 0.8891  0.9399  0.9832 0.9104 0.9298 0.9572
20.00 20.00 0.50 0.8824 0.9362 0.9817 0.8379  0.8933  0.9521
46.70  0.70 0.8747 0.9289  0.9799 0.8431 0.8920 0.9487
380.00 0.95 0.8803  0.9297  0.9809 0.9087  0.9305 0.9567
1980.00  0.99 0.8849 0.9348 0.9819 0.9085 0.9295 0.9569
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Tabla 4.9. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra pequefio e igual.

M=10000 Intervalos
n=m==8 Verosimilitud-Confianza Kotz et al. (2003)
(1-7) 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
« J6] 0

0.10 0.10 0.50 0.8900 0.9387  0.9858 0.8584 0.9118 0.9658
0.23 0.70 0.8903  0.9415 0.9851 0.8677  0.9205 0.9673
1.90 0.95 0.8888 0.9426  0.9864 0.9127 0.9398 0.9706
9.90 0.99 0.8901  0.9439  0.9848 0.9099 0.9373  0.9668
0.50 0.50  0.50 0.8839  0.9367  0.9847 0.8547  0.9062  0.9622
117 0.70 0.8861 0.9383  0.9866 0.8650 0.9150  0.9660
9.50 0.95 0.8868 0.9386  0.9856 0.9104 0.9373 0.9675
49.50  0.99 0.8875 0.9400 0.9848 0.9120 0.9376 0.9663
1.00 1.00  0.50 0.8930  0.9429  0.9850 0.8598 0.9139 0.9663
2.33  0.70 0.8975 0.9443  0.9862 0.8787 0.9212 0.9671
19.00 0.95 0.8900 0.9408  0.9847 0.9095 0.9365 0.9654
99.00  0.99 0.8875 0.9424 0.9873 0.9098  0.9343 0.9664
5.00 5.00 0.50 0.8891  0.9439  0.9864 0.8562  0.9127  0.9672
11.67  0.70 0.8917  0.9447  0.9866 0.8734 0.9223  0.9692
95.00 0.95 0.8855 0.9382  0.9857 0.9071 0.9348 0.9641
495.00 0.99 0.8911  0.9399  0.9854 0.9124 0.9360 0.9656
20.00 20.00 0.50 0.8873  0.9403 0.9851 0.8561 0.9106 0.9636
46.70  0.70 0.8924 0.9415 0.9842 0.8680 0.9205 0.9666
380.00 0.95 0.8890  0.9409 0.9873 0.9078  0.9358  0.9668
1980.00  0.99 0.8892  0.9402  0.9870 0.9147 0.9383  0.9650
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Tabla 4.10. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra pequeno y diferente.

M=10000
Intervalo de verosimilitud-confianza
n=4 y m=8
(1=7) 0.90 0.95 0.99
« Jé] 6
0.10 0.10  0.50 0.8885 0.9410 0.9851
0.23 0.70 0.8831 0.9385 0.9858
1.90 0.95 0.8823 0.9366 0.9864
9.90 0.99 0.8905 0.9401 0.9833
0.50 0.50  0.50 0.8828 0.9357 0.9834
1.17  0.70 0.8880 0.9405 0.9854
9.50 0.95 0.8851  0.9363 0.9856
49.50 0.99 0.8893  0.9398 0.9853
1.00 1.00  0.50 0.8799  0.9370  0.9866
2.33  0.70 0.8874 0.9406  0.9847
19.00 0.95 0.8888 0.9359  0.9829
99.00 0.99 0.8830 0.9371 0.9846
5.00 5.00 0.50 0.8869 0.9392  0.9838
11.67  0.70 0.8850 0.9366  0.9837
95.00 0.95 0.8893  0.9402 0.9856
495.00  0.99 0.8832  0.9380 0.9836
20.00 20.00 0.50 0.8849  0.9377  0.9822
46.70  0.70 0.8832  0.9367 0.9829
380.00 0.95 0.8794 0.9348 0.9837
1980.00  0.99 0.8867 0.9378 0.9836
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Tabla 4.11. Probabilidades de cobertura: Tamano de muestra pequeno y diferente.

M=10000
Intervalo de verosimilitud-confianza
n=8 y m=4
(1=7) 0.90 0.95 0.99
« Jé] 6
0.10 0.10  0.50 0.8847 0.9396  0.9837
0.23 0.70 0.8886  0.9390  0.9848
1.90 0.95 0.8840 0.9395 0.9860
9.90 0.99 0.8884  0.9387  0.9850
0.50 0.50  0.50 0.8871 0.9391 0.9859
1.17  0.70 0.8894 0.9402 0.9858
9.50 0.95 0.8896 0.9401 0.9845
49.50 0.99 0.8887 0.9395 0.9847
1.00 1.00  0.50 0.8814 0.9337  0.9832
2.33  0.70 0.8853  0.9392  0.9836
19.00 0.95 0.8832 0.9375 0.9845
99.00 0.99 0.8867 0.9393 0.9833
5.00 5.00 0.50 0.8858  0.9425 0.9860
11.67  0.70 0.8861 0.9364 0.9837
95.00 0.95 0.8831 0.9379  0.9830
495.00  0.99 0.8852 0.9354 0.9834
20.00 20.00 0.50 0.8851  0.9404 0.9867
46.70  0.70 0.8861 0.9395 0.9839
380.00 0.95 0.8860 0.9351  0.9830
1980.00  0.99 0.8924 0.9442 0.9862
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